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Ciagly pomiar potozenia i pedu czastki kwantowej

Filip Gampel

Abstrakt

W wyniku imponujacego rozwoju technik doswiadczalnych od kilku dekad mozliwa
jest obserwacja oraz kontrola pojedynczych obiektéw kwantowych takich jak atomy
czy jony. Taki poziom precyzji byl nie do pomyslenia w dobie narodzin mechaniki
kwantowej sto lat temu. Tymczasem teoria kwantowa wyrdznia si¢ sposréd innych
dziedzin fizyki miedzy innymi tym, ze pomiar staje sie w niej problemem fundamen-

talnym.

Rozwiniete przez ojcow mechaniki kwantowej pojecie pomiaru rzutowego jest jed-
nym z podstawowych elementoéw teorii. Jednoczesnie jest ono niewystarczajace do
opisu zdecydowanej wigkszosci sytuacji eksperymentalnych. W ramach pomiaru uktad
kwantowy oddzialuje z instrumentem pomiarowym. Szczegbdtowy opis dynamiki mier-
nika z reguty nie jest ani pozadany, ani technicznie wykonalny. Konieczne staje si¢
wiec opisanie mierzonego uktadu w ramach teorii uktadéow otwartych. Analiza fi-
zycznie dopuszczalnych odwzorowan takiego uktadu prowadzi do formalizmu miary
dodatnio okreslonych operatoréow (ang. positive operator valued measure, POVM) i

wspotezesnie przyjetego, uogdlnionego pojecia pomiaru.

Opis zmiany stanu kwantowego w wyniku pomiaru jest istotny szczegoélnie wtedy,
gdy jestesmy zainteresowani wielokrotnie powtérzonym w czasie pomiarem tego sa-
mego uktadu. Ze wzgledu na niedeterministyczny charakter mechaniki kwantowej,
kazdy pomiar powoduje losowe zaburzenie czastki. Prowadzi to do zaszumionych
trajektorii, odmiennych w kazdej realizacji. Taki rodzaj dynamiki opisywany jest za

pomocy stochastycznych réwnan rézniczkowych.

Glownym celem niniejszej pracy jest zaproponowanie nowego modelu cigglego po-
miaru potozenia i pedu czastki kwantowej. Model ten spelia wymogi wyzej wspo-
mnianej wspotczesnej teorii pomiaru kwantowego. Jednoczesnie jest on dosy¢ bliski
pierwotnej, rzutowej teorii. Czastka w losowych chwilach do$wiadcza zaburzen w
wyniku pomiaru, a jej funkcja falowa jest rzutowana na zlokalizowany w przestrze-
ni potozen i pedéw stan. Naturalnym wyborem jest stan gaussowski. Przyjmujemy
dyskretny zbiér mozliwych wynikow tych pomiaréw. Odpowiada to siatce punktow

w przestrzeni fazowej, w ktérych umieszczone sa ”detektory”.



Formalnie dynamika uktadu opisana jest przez stochastyczne rownanie Schrodingera,
ktorego deterministycznym odpowiednikiem jest rownanie Goriniego-Kossakowskiego-
Sudarshana-Lindblada (GKSL) na macierz gestosci. W rachunkach numerycznych
wykorzystujemy formalizm Monte-Carlo Wavefunction (MCWF), ktéry jest jedna z
metod rozwigzywania réwnania GKSL. Pozwala to na uzyskanie pojedynczych tra-
jektorii kwantowych, w ktérych ciagta i nieliniowa ewolucja przerywana jest przesko-
kami, czyli detekcja czastki. Te trajektorie interpretujemy jako pojedyncze realizacje
dynamiki czastki. Przyjmujac detekcje jako jedyny fizyczny sygnat dostepny obser-

watorowi, opieramy na nich calg dalsza analize.

W zaproponowanym tutaj wariancie, model posiada dwa kluczowe parametry: in-
tensywno$¢ pomiaru oraz gesto$é siatki detektorow. W zaleznosci od tych wielkosci
identyfikujemy szereg reziméw dynamicznych: Badamy, w jakich warunkach obser-
wowane trajektorie statystycznie pokrywaja sie z ruchem klasycznym. W ramach
symulacji obserwujemy takze efekt Zenona. Wyniki numeryczne uzupeliamy tutaj
rachunkami analitycznymi dla uproszczonych scenariuszy jednego i dwoch detekto-
row. Pozwala to na oszacowanie opdznienia ruchu czastki spowodowanego czesta
obserwacja. Identyfikujemy takze rezim, w ktérym $éredni ruch czastki ma charakter

skokowy, przechodzac od jednego do drugiego punktu pomiaru.

Poza wyznaczeniem $rednich trajektorii badamy takze ich rozrzut. Obliczamy dys-
persje pomiaréw w przestrzeni potozen i pedéw, pokazujac, jak wielkosci te skalu-
ja sie z czasem. W przyblizeniu gestej siatki obliczamy analitycznie stata dyfuzji
oraz przedstawiamy efektywne klasyczne réwnania stochastyczne, ktore odtwarzaja
zaobserwowana dynamike. W przeciwnym scenariuszu rzadko rozmieszczonych de-
tektoréw przedstawiamy alternatywng do MCWF metode numeryczna, pozwalajaca,

Scisle obliczy¢ dynamike zmiennych statystycznych.

Nasze rachunki dotycza czastki swobodnej oraz znajdujacej sie w zewnetrznym po-
tencjale harmonicznym. W tym drugim przypadku, obok analogicznych rachun-
kéw dotyczacych srednich trajektorii oraz dyspersji, badamy zmiany energii uktadu.
Przedstawiamy analityczny wzor rozktadu energii w stanie poczatkowym oraz po-

kazujemy, jak zesp6t trajektorii termalizuje sie dla dtugich czaséow.

Zaproponowany przez nas model posiada szereg cech, ktére wyrdzniaja go wzgledem
badanych dotychczas w literaturze modeli ciggtego pomiaru. Rozwazamy jednocze-
sny pomiar potozenia i pedu, w wyniku ktérego uktad znajduje sie w okreslonym
stanie kwantowym. W przeciwienstwie do tego, wickszos¢ innych modeli rozwaza mo-
nitorowanie tylko jednej zmiennej dynamicznej, mierzonej w sposéb staby — oznacza

to, ze dziatanie operatora pomiaru M nie jest tozsame z dwukrotnym pomiarem M?2.



Wykorzystanie rzutowej postaci operatoréw pomiaru stanowi nie tylko nawigzanie
do "klasycznej” teorii pomiaru kwantowego. Nasz opis prowadzi do modelu, ktorego
dynamika moze by¢ badana w ramach uogoélnionej teorii odnowy — klasie standar-
dowych proceséw stochastycznych. Fakt ten jest wielokrotnie wykorzystywany w
tej pracy i pozwala na wyprowadzenie szeregu wynikéw analitycznych. Wreszcie w
pracy dokonujemy szczegdétowego poréwnania naszego modelu z popularnym w lite-
raturze modelem "filtracyjnym”. Na podstawie symulacji numerycznych wskazujemy

na istotne réznice dotyczace skalowania wyzej wspomnianych funkeji dyspersji.






Continuous measurement of position and

momentum of a quantum particle

Filip Gampel

Abstract

As a result of the impressive development of experimental techniques in the last
decades, it is now possible to observe and control single quantum objects such as
atoms or ions. Such a level of precision was unthinkable at the birth of quantum
mechanics a hundred years ago. Meanwhile, quantum theory stands out from other
fields of physics, among other things, in that measurement becomes a fundamental

1ssue.

The concept of projective measurement developed by the fathers of quantum me-
chanics is one of the basic elements of the theory. At the same time, it is insufficient
to describe the vast majority of experimental situations. During measurement, a
quantum system interacts with the measuring device. A detailed description of the
dynamics of the latter is usually neither desirable nor technically feasible. Therefo-
re, it becomes necessary to describe the object of measurement within open system
theory. The analysis of physically admissible mappings of such systems leads to
the formalism of the positive operator valued measure (POVM) and the currently

accepted, generalized notion of quantum measurement.

Describing the change of the quantum state induced by a measurement is particularly
important when we are interested in measuring the same system repeatedly. Due
to the indeterministic nature of quantum mechanics, each measurement causes a
random perturbation of the particle. This leads to noisy trajectories, different in each

realization. This kind of dynamics is described by stochastic differential equations.

The main goal of this work is to propose a new model for continuous measurement of
position and momentum of a quantum particle. This model meets the requirements
of the above-mentioned modern theory of quantum measurement. At the same time,
it is quite close to the original projective theory. As a result of the measurement,
the particle at random times experiences perturbations and its wave function is pro-
jected onto a state localized in position and momentum space. A natural choice is

a Gaussian state. We assume a discrete set of possible outcomes of these measure-



ments. This corresponds to a grid of points in phase space where the ”detectors”

are located.

Formally, the dynamics of the system is described by the stochastic Schrodinger
equation, whose deterministic counterpart is the Gorini-Kossakowski-Sudarshan-
Lindblad (GKSL) equation for the density matrix. In numerical calculations, we
use the Monte-Carlo Wavefunction (MCWF') formalism, which is a method for so-
lving the GKSL equation. This allows for obtaining single quantum trajectories in
which continuous non-linear evolution is interrupted by jumps, i.e. particle detec-
tions. We interpret these trajectories as individual realizations of particle dynamics.
Taking the detections as the only physical signal available to the observer, we base

all further analysis on them.

In the variant proposed here, the model has two key parameters: measurement inten-
sity and detector grid density. Depending on these quantities, we identify a number
of dynamic regimes: We investigate under what conditions the observed trajectories
statistically coincide with classical motion. In our simulations we also observe the
Zeno effect. We supplement the numerical results here with analytical calculations
for the simplified scenarios of one and two detectors. This allows an estimation of
the particle motion delay caused by frequent observation. We also identify a regime
in which the average position of the particle is a steplike function, moving from one

measurement point to another.

In addition to determining the average trajectories, we also examine their dispersion.
We calculate the dispersion of detections in position and momentum space, showing
how these quantities scale with time. In the dense-grid approximation, we calculate
the diffusion constant analytically and present effective classical stochastic equations
that reproduce the observed dynamics. In the opposite scenario of sparsely located
detectors, we present an alternative to MCWF numerical method that allows to

exactly calculate the dynamics of statistical variables.

Our calculations are for a free particle and one in an external harmonic potential. In
the latter case, apart from analogous calculations concerning average trajectories and
dispersion, we study the change in energy of the system. We present an analytical
formula for the energy distribution in the initial state and show how the ensemble

of trajectories thermalizes over time.

The model proposed by us has a number of features that distinguish it from models of
continuous measurement studied so far in the literature. We consider a simultaneous

measurement, of position and momentum, resulting in a system with a definitive



quantum state. In contrast, most other models consider only one weakly measured
dynamic variable — this means that the action of the measurement operator M is not
the same as measuring twice (M?). The use of projective measurement operators
is not only a reference to the ”classical” theory of quantum measurement. Our
description leads to a model whose dynamics can be studied within generalized
renewal theory - a class of standard stochastic processes. This fact is used many
times in this work and allows to derive a number of analytical results. Finally, in the
paper we make a detailed comparison of our model with the "filter” approach popular
in similar studies. On the basis of numerical simulations, we indicate significant
differences in the scaling of the above-mentioned dispersion functions between the

two approaches.
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Struktura pracy

Rozdziat 1.

Pierwszy rozdzial zawiera zarys historyczny badan zwigzanych z problematyka cia-
gltego pomiaru w mechanice kwantowej. Wstepna czes¢ tego rozdziatu poswiecona
jest zagadnieniu tzw. interpretacji mechaniki kwantowej. Jest to problem z pogra-
nicza fizyki i filozofii, ma jednak pewne powigzania z tematem niniejszej pracy. Po
pierwsze, poszczegblne interpretacje stanowig préoby rozwigzania problemu pomia-
ru, czyli odpowiedzi na pytanie, dlaczego pomiar zdaje sie odgrywacé tak wyjatkowa
role w mechanice kwantowej. Po drugie, teoria ciaglej obserwacji uktadu kwantowe-
go jest matematycznie blisko spokrewniona z szeregiem tzw. modeli obiektywnego
kolapsu, ktoére naleza do konkurujacych interpretacji QM. Pokrewienstwo jest takze
historyczne, gdyz spekulatywne modele obiektywnego kolapsu poprzedzity bardziej

praktycznie zorientowang teori¢ trajektorii kwantowych.

W dalszym ciggu skrotowo opisujemy, w jaki sposob rozne osiggniecia z dziedzi-
ny teoretycznej i doswiadczalnej doprowadzily do wspotczesnej teorii kwantowego
pomiaru. Wymienione sg tutaj prace ojcéw teorii kwantowej, teoria dekoherencji
kwantowej oraz uogoélnione pojecie pomiaru w ramach teorii miary dodatnio okre-
Slonych operatorow. Przedstawiamy takze przetomowe do$wiadczenia prowadzace
do obserwacji pojedynczych uktadéow kwantowych. Omawiamy kwestie przeskokow
kwantowych, ktore nie tylko przyciagaja uwage doswiadczalnikow, ale pojawia sie
takze jako narzedzie teoretyczne. Ta do$¢ ztozona historia prowadzi nas do teorii
uktadéw otwartych oraz modeli, w ramach ktorych po raz pierwszy pojawiaja sie

trajektorie kwantowe.

Rozdziat konczymy krotkim przegladem literatury Scisle zwiazanej z problemem cig-
glej obserwacji uktadu kwantowego. W szczegdlnosci zwracamy uwage na publikacje
poswiecone — podobnie jak niniejsza praca — pomiarowi potozenia i pedu czagstki

kwantowej, szkicujac roznorodne aspekty tych badan.
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Rozdziat 2.

W drugim rozdziale przedstawiamy teoretyczne podwaliny badan, ktérych dotyczy
niniejsza rozprawa. Jest to przede wszystkim rzutowy model pomiaru, rozwiniety u
poczatkéw mechaniki kwantowej, ktory do dzisiaj — chocby w zarysach — stanowi

element kazdego wprowadzenia do przedmiotu.

Teorie pomiaru rzutowego przedstawiamy za pomocg réwnan, ktére pozwalajg na
tatwe poréwnanie ze znacznie szerszym pojeciem pomiaru uogélnionego, co pozwala
na realistyczny opis réznorodnych scenariuszy do$wiadczalnych. Ta cze$¢ zawiera
zaréwno szkic zrodet teorii w abstrakcyjnych badaniach dotyczacych odwzorowan

catkowicie dodatnich, jak i prosty przyktad ilustrujacy jego zastosowanie.

Ostatnia czes$¢ tego rozdzialu poswiecona jest pomiarom wykonywanym wielokrot-
nie. Wprowadzamy tutaj réwnanie Lindblada stuzace do opisu uktadéw otwartych
oraz numeryczna metode Monte Carlo Wavefunction, z ktorej korzystamy w wie-
lu rachunkach. Wreszcie przedstawiamy stochastyczne réwnanie Schrodingera, czyli
formalizm matematyczny pozwalajacy na opis trajektorii kwantowych oraz definicje

naszego modelu.

Rozdziat 3.

Rozdziat ten wprowadza nowy model ciaglego pomiaru potozenia i pedu czastki
kwantowej. Zawiera szereg wynikow numerycznych, uzupetionych przez rachunki
analityczne. Pierwsza jego czesé¢ zawiera definicje modelu. Postugujac sie formali-
zmem przedstawionym w rozdziale 2., wprowadzamy najpierw operatory pomiaru,
ktore sa operatorami rzutujacymi na stany gaussowskie, nazywane przez nas ”de-
tektorami”. Zapisujemy fundamentalne réwnania opisujace dynamike i definiujemy

kluczowe parametry modelu.

Druga cze$¢ przedstawia badany w ramach modelu przypadek swobodnej czastki
kwantowej. Nasz opis uporzadkowany jest wedtug zasady ”od szczegétu do ogotu”:
rozpoczynamy od najprostszego przypadku monitorowania przez pojedynczy detek-
tor, i badamy problem ucieczki czastki z jego zasiegu. Nastepnym zagadnieniem jest
problem czastki monitorowanej przez dwa detektory, co mozna uznaé¢ za element
sktadowy kazdej bardziej skomplikowanej dynamiki. W obu scenariuszach przedsta-
wiamy najpierw przypadki graniczne, a nastepnie dyskutujemy ogélng dynamike.
Naprowadza nas to na pytanie o efekt Zenona, czyli ewentualnego spowolnienia dy-
namiki czastki w wyniku czestej obserwacji. Analize przeprowadzamy dla dowolnie
dhugiego szeregu detektorow. Badamy takze statystyczng charakterystyke dynamiki

w zaleznosci od parametréow symulacji. Przedstawiamy alternatywng metode nu-
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merycznego rozwiazania problemu i badamy dyspersje, czyli rozrzut poszczegdlnych
trajektorii wokot éredniej. W koncu porownujemy nasze wyniki z innym spotykanym

w literaturze modelem.

Trzecia czes¢ rozdziatu dotyczy czastki w potencjale harmonicznym. Jest to przy-
padek szczegblny, poniewaz stawia na réwni obie mierzone w naszym modelu obser-
wable — potozenie i ped. Ponownie badamy statystyczne wielkosci takie jak srednia

trajektoria oraz dyspersja. Przedstawiamy takze zmiane catkowitej energii uktadu.

Rozdziatl 4.

Streszczamy gtowne wyniki naszej pracy oraz szkicujemy szereg pomystow dalszych
badan.
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Rezultaty dotyczace modelu gaussowskich operatoréw rzutowych opublikowane zo-

staly w dwoch pracach:

1. Filip Gampel, Mariusz Gajda
Continuous simultaneous measurement of position and momentum of a particle
Physical Review A 107, 012420 (2023)

2. Filip Gampel, Mariusz Gajda
On repeated measurements of a quantum particle in a harmonic potential
Acta Physica Polonica A 143 (6), s. 131 (2023)

W niniejszej rozprawie zostaly one uzupetnione szeregiem dotychczas nieopubliko-

wanych wynikow.

17



Rozdziat 1

Zarys historyczny

Od okoto stu lat mechanika kwantowa stanowi fundamentalng teori¢ $wiata mikro-
skopowego — molekut, atomow i czastek subatomowych. Zasady opracowane w latach
20. XX. wieku przez Bohra, Borna, Diraca, Heisenberga, Pauliego, Schrodingera i
innych zachowuja wazno$¢ po dzi§ dzien. Trudno przeceni¢ ich znaczenie, obejmuja-
ce swoim wptywem niemal wszystkie dziedziny fizyki, a takze pozostate dyscypliny
przyrodnicze jak chemia i biologia. Jednak réwnie intrygujace co 6w zwycieski po-
chéd sg spory, jakie tocza sie wokoét podstaw teorii. Od samych poczatkoéw budzita
ona kontrowersje, burzac dotychczas niezachwiane przekonania odnos$nie $wiata fi-
zycznego. Ale to nie sam fakt zaskakujacych odkry¢ napedza debate. Matematyczny
formalizm, na ktorym opiera sie teoria, jest jasny, jednak przepasé¢ jaka dzieli jego
pojecia od $wiata naszych intuicji jest na tyle duza, ze mechanika kwantowa sta-
la sie pierwsza fizyczng teorig domagajaca sie swojej wlasnej ”interpretacji”. Pod
hastem tym kryje sie szereg rywalizujacych ze sobg pogladéw, funkcjonujacych na
pograniczu fizyki i filozofii. Po dzien dzisiejszy zaden z nich nie zyskal powszech-
nej akceptacji wsrod uczonych. Kluczowym elementem poszczegdlnych interpretacji
jest rola, jaka odgrywa w nich pomiar uktadu kwantowego. Dlatego na poczatku tej

pracy postaramy sie stresci¢ najbardziej istotne stanowiska w tej dyskus;ji.

1.1 Interpretacje mechaniki kwantowej

Tak zwane interpretacje mechaniki kwantowej mozna z grubsza podzieli¢ na teorie
epistemiczne i ontyczne, zgodnie z tym, na ile uznajemy wielkosci takie jak funkcja
falowa za co$ "realnego” i ”obiektywnego”. Wedlug interpretacji epistemicznych,
celem mechaniki kwantowej (albo kazdej innej teorii naukowej) jest przewidywanie

wynikéw doswiadczen. Pytania o ”istote” albo "rzeczywisty stan” elementow swiata
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1.1. INTERPRETACJE MECHANIKI KWANTOWEJ 19

fizycznego uznawane sa jako nieistotne lub wrecz nienaukowe. Takie rozumowanie
jest bliskie filozofii pozytywizmu logicznego, rozwinietej przez Koto Wiedenskie w
pierwszej potowie XX wieku. Wielokrotnie w jej duchu wypowiadat sie jeden z ojcow
mechaniki kwantowej, Niels Bohr: In our description of nature the purpose is not
to disclose the real essence of the phenomena but only to track down, so far as it
is possible, relations between the manifold aspects of our experience.'[Boh34, s. 18]
Physics is to be regarded not so much as the study of something a priori given, but as
the development of methods for ordering and surveying human experience.? [Boh87,
s. 10]

Interpretacja kopenhaska Poglady Bohra stanowig podstawe tak zwanej inter-
pretacji kopenhaskiej, ktéra przez dekady petnita funkcje ortodoksyjnej wyktadni
przedmiotu. Wiele klasycznych podrecznikoéw mniej lub bardziej jawnie odwoluje
sie do jej zatozen (np.[Neu32; LL58; Per93]). Niestety nie istnieje jeden Scisty zbiér
postulatéw sktadajacych sie na interpretacje kopenhaskg — probujac ja zdefiniowaé,
rézni autorzy wprowadzali wrecz sprzeczne ze soba opisy [Per02]. Wiele wskazuje
na to, ze sama nazwa zostata ukuta przez blisko wspotpracujacego z Bohrem He-
isenberga dopiero w latach 50. [Hei58]. Jednak nawet Heisenberg i Bohr w wielu
kluczowych kwestiach nie byli ze soba zgodni [Cam07]. Ponizej postaramy sie przed-

stawi¢ wspolny mianownik pogladéw zwolennikéw szkoty kopenhaskiej.

Interpretacja kopenhaska uznaje fundamentalny indeterminizm mechaniki kwanto-
wej. Wynik pomiaru jest losowym zdarzeniem, ktorego prawdopodobienstwo zadane
jest przez regute Borna. Aby zdefiniowa¢ pomiar, konieczne jest rozréznienie uktadu
mierzonego oraz instrumentu pomiarowego. Stad charakterystyczna cecha réznych
wariantow interpretacji kopenhaskiej jest podzial uktadow uczestniczacych w pro-
cedurze pomiarowej na “kwantowe” i "klasyczne”. Podzial ten (nazywany cieciem
Heisenberga) z pewno$cia jest w pewnym stopniu arbitralny. Mozna rozwazy¢ dowol-
nej dtugosci ciag oddzialtywan (np. uktad mikroskopowy — instrument pomiarowy —
uktad sensoryczny doswiadczalnika — jego system nerwowy i mozg) sktadajacy sie
na pomiar, jednak u jego konca musi nastapi¢ przejscie do opisu klasycznego: In the
system to which the quantum mechanical formalism is applied, it is of course possible
to include any intermediate auziliary agency employed in the measuring process [...]
Some ultimate measuring instruments [...] must always be described entirely on clas-

sical lines, and consequently kept outside the system subject to quantum mechanical

"W naszym opisie przyrody nie chodzi o ujawnienie prawdziwej istoty zjawisk, a jedynie o
wysledzenie, na ile to mozliwe, relacji miedzy rozmaitymi aspektami naszego doswiadczenia.

2Fizyke nalezy postrzegaé nie tyle jako badanie czego$ zadanego a priori, ale jako rozwéj metod
stuzacych porzadkowaniu i badaniu ludzkiego doswiadczenia.
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treatment.® [Kal96] Wedlug Bohra, wyr6znienie uktadu klasycznego nie nastgpuje na
gruncie jakichs szczegdlnych cech fizycznych, ale jest kwestia semantyczng. Wynika
ono z tego, ze doswiadczamy i komunikujemy nasze doswiadczenia jedynie za po-
srednictwem klasycznych pojeé¢: However far the [quantum/ phenomena transcend the
scope of classical physical explanation, the account of all evidence must be expressed
in classical terms. The argument is simply that by the word ‘experiment’ we refer to
a situation where we can tell others what we have done and what we have learned and
that, therefore, the account of the experimental arrangement and the results of the
observations must be expressed in unambiguous language with suitable application of
the terminology of classical physics.* Jednoczeénie wickszoéé wariantéw interpretacji
kopenhaskiej odrzuca jakakolwiek szczegdlng role obserwatora w procesie pomiaru.
Co prawda funkcja falowa, jaka nalezy opisa¢ uktad, z zasady peini role jedynie ma-
tematycznego narzedzia przy obliczaniu prawdopodobienstw wedtug reguty Borna,
jednak jest ona jednoznacznie zdefiniowana przez uktad oraz procedure, zgodnie z
ktéra zostal przygotowany, i w tym sensie obiektywna [Per93|. Jeszcze wyrazniej
zaznaczaja to Landau i Lifszic: 7Obiekt klasyczny” nazywamy zwykle "przyrzqdem”,
a proces jego oddziatywania z elektronem — “pomiarem”. Nalezy jednak jak najbar-
dziej zdecydowanie podkreslic, zZe nie mamy bynajmniej przy tym na mysl takiego
procesu "pomiaru”, w ktérym uczestniczy fizyk-obserwator. W mechanice kwantowej
przez pomiar rozumiemy wszelki proces wzajemnego oddziatywania miedzy obiektams
klasycznymi i kwantowymi, ktory zachodzi niezaleznie od obserwatora. [LL58, s. 13|
Zmusza ich to do uznania logicznej zaleznosci mechaniki kwantowej od fizyki kla-
sycznej: Zbudowanie mechaniki kwantowej jest z zasadniczych powodow niemozliwe

bez odwolania si¢ do mechaniki klasycznej. [ibid.|

Relacyjna mechanika kwantowa Szereg nowszych interpretacji epistemicznych
postuluje bardziej subiektywny charakter funkcji falowej. Wedtug relacyjnej inter-
pretacji zaproponowanej przez Rovelliego w latach 90.[Rov96|, dwoch obserwatoréw
moze dac¢ rozne odpowiedzi na pytanie, czy w danym uktadzie nastapit kolaps. Ja-
ko wzor przyjmuje on szczegdlng teorie wzglednosci, ktora zniosta pojecia takie jak
absolutny czas lub jednoczesnosé¢ zdarzen fizycznych. W podobny sposob nalezy od-

rzuci¢ twierdzenie, ze istnieje jakis jednoznaczny stan danego uktadu kwantowego.

3W ukladzie, wzgledem ktérego stosujemy formalizm mechaniki kwantowej, mozliwe jest oczy-
wiscie wlaczenie dowolnych uktadéw posrednich w procesie pomiarowym [...] Ostateczne przyrzady
pomiarowe [...] musza by¢ zawsze opisywane w calosci w sposéb klasyczny, a co za tym idzie, wy-
taczone z opisu kwantowego.

4Jakkolwiek dalece zjawiska [kwantowe] wykraczaja poza zakres fizyki klasycznej, opis wszyst-
kich dowoddéw eksperymentalnych musi by¢ wyrazony w pojeciach klasycznych. Argument polega
po prostu na tym, ze przez stowo ,eksperyment” odnosimy sie do sytuacji, w ktérej mozemy po-
wiedzie¢ innym, co zrobiliSmy i czego si¢ nauczyliémy, a zatem opis uktadu eksperymentalnego i
wyniki obserwacji musza by¢ wyrazone w jednoznacznym jezyku z odpowiednim zastosowaniem
terminologii fizyki klasycznej.
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Funkcja falowa opisuje jedynie relacje miedzy uktadem a obserwatorem. Nalezy przy
tym zwroci¢ uwage, ze "obserwator” nie jest w zaden sposéb wyrdzniony fizycznie:
podobnie jak w STW, jest on jedynie uktadem odniesienia dla wyznaczenia stanu
kwantowego. Dlatego méwienie o funkeji falowej ma sens wtedy (i tylko wtedy) gdy
sprecyzujemy, wzgledem jakiego oddziatujacego z nig uktadu jest rozwazana. Mecha-
nika kwantowa sformutowana w ten sposéb w ogéle nie rozroznia obserwatora i tego
co mierzone. Wszystkie uktady sg réwnowazne, a przedmiotem teorii jest okreslenie,

jaka informacj¢ maja one o sobie nawzajem.

QBism Kolejng szkota uznajaca radykalnie subiektywny charakter funkcji falowej
oraz jej kolapsu jest QBism (od angielskiego: quantum bayesianism) rozwiniety przez
Cavesa, Fuchsa i Schacka w latach 2000 [Fucl0]. Wedtug QBism’u, funkcja falowa
opisuje jedynie subiektywny stan wiedzy uzytkownika teorii kwantowej o uktadzie.
Reguta Borna stuzy jako rozszerzenie zasad wnioskowania bayesowskiego, pozwa-
lajacych na okreslenie prawdopodobienstw zdarzen kwantowych. U podstaw tego
pogladu lezy personalistyczna koncepcja prawdopodobienstwa, zgodnie z ktora jest
ono miarg zaufania racjonalnie postepujacego podmiotu w to, ze dane zdarzenie
nastapi (zaliczaja sie do tego takze prawdopodobienstwa 0 i 1). Wynika stad, ze
kolaps funkcji falowej jest niczym innym, jak skokowg zmiang wiedzy obserwatora
o uktadzie. Podobnie jak w interpretacji relacyjnej, nie ma wiec sensu rozwazanie
mechaniki kwantowej bez uwzglednienia obserwatoréw, ktérzy jednak tym razem sa
swiadomymi uzytkownikami mechaniki kwantowej. The “reduction of the wave pac-
ket” does take place in the consciousness of the observer, not because of any unique
physical process which takes place there, but only because the state is a construct of

the observer and not an objective property of the physical system.® [Har68]

Many Worlds Przejdziemy teraz do teorii uznajacych funkcje falowa za obiektyw-
ng, fizyczng wielkos¢. Interpretacje te mozna podzieli¢ zaleznie od tego, czy kolaps
funkcji falowej jest w nich procesem fizycznym. Najpopularniejsza teoria wyklucza-
jaca kolaps jest zaproponowana przez Everetta w 1957 interpretacja wielu $wiatow
(MWI — ang. Many Worlds Interpretation). Nazwa ta pojawila sie jednak p6Zniej, a
w oryginalnej pracy [Eveb7] Everett méwi o ”formalizmie stanéw wzglednych”. For-
malizm ten ma pewne podobienstwo do interpretacji relacyjnej Rovelliego. Zgadzaja
sie one co do tego, ze poduktadom nie da si¢ przypisa¢ jednoznacznie funkcji falowej,
jezeli nie uwzglednimy catego otoczenia z ktérym oddziatuja. Wedtug interpretacji
wielu $wiatow ”absolutne” funkcje falowe przystuguja natomiast uktadom izolowa-

nym. Ich ewolucje catkowicie determinuje réwnanie Schrodingera. W szczegdlnosci

5 Kolaps funkcji falowej” ma miejsce w $wiadomoéci obserwatora nie z powodu jakiegoé uni-
kalnego procesu fizycznego, ktéry tam zachodzi, ale tylko dlatego, ze stan jest konstruktem obser-
watora, a nie obiektywna wlasciwoscia uktadu fizycznego.
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mozna rozwazy¢ funkcje falowa wszechswiata — wedtug Everetta jest to fundamental-
na wielkos¢, z ktorej (przynajmniej teoretycznie) mozna by wyprowadzi¢ wszystkie
zjawiska fizyczne. Rozwazmy proces pomiaru dokonanego przez instrument A na
uktadzie S. Wynikami pomiaru moga by¢ 71”7 lub ”0”. Niech |0) i |1) oznaczaja
stany uktadu S, a |A wskazuje 0) i | A wskazuje 1) stany instrumentu. Z poczatku S
znajduje sie w stanie a|0) + b|1), gdzie a i b sa dowolnymi amplitudami. Pomiar, a
zarazem domniemany kolaps jest procesem, w ktorym uprzednio izolowane uktady A
i S wchodza w oddziatywanie. Ewolucja unitarna doprowadza naste¢pnie do tego, ze
uktad taczony A+ S opisany jest przez superpozycje a| A widzi 0)|0)+b|A widzi 1)[1).
Nastepuje wiec rozgatezienie, w ramach ktérego wszystkie mozliwe wyniki pomiaru
zostaja zrealizowane. Poszczegdlne gatezie, czyli sktadowe z powyzszej superpozy-
¢ji, popularnie nazywane sa ”Swiatami”, mimo ze $cisle méwiac, caly czas istnieje
jeden wszechswiat, opisany przez uniwersalna funkcje falowa. Poniewaz réwnanie
Schrodingera jest liniowe, Swiaty—gatezie nie oddzialuja miedzy soba. Interpretacja
Everetta jest wiec w pewnym sensie interpretacja minimalna, postulujaca ogranicze-
nie sie jedynie do unitarnej ewolucji. Rodza sie z tego jednak pewne problemy: skoro
reguta Borna nie jest juz fundamentalnym postulatem, musi da¢ sie wyprowadzic¢
z pozostatych zasad mechaniki kwantowej. Powstaje rowniez pytanie, jak rozumiec

prawdopodobienstwa, przypisywane w praktyce roznym zdarzeniom kwantowym.

Mechanika Bohma Posrdd teorii uznajacych fizycznosé funkeji falowej istnieje
szereg alternatyw wobec interpretacji wielu swiatéw. W przeciwienstwie do MWI
proponujg one rozszerzenia mechaniki kwantowej. Jedna z najstarszych jest teoria
fali pilotujacej, zaproponowana przez de Broglie’a [BV09, s. 30 i n.] i rozwinieta przez
Bohma [Bohb52a; Boh52b|. Poza funkcja falowa postuluje ona konfiguracje uktadu
kwantowego oznaczong przez wspotrzedne ¢. Podobnie jak w mechanice klasycznej
i standardowej mechanice kwantowej, istnieje wiele mozliwych wyborow przestrzeni
konfiguracji. W przypadku zbioru czastek moga to by¢ ich przestrzenne potozenia, a
w przypadku teorii pola funkcje ¢(x) oznaczajace konfiguracje pola. Dla przyktadu

bedziemy méwi¢ o uktadzie N czastek. Wspotrzedne ewoluuja zgodnie z réwnaniem

dqy, Vi
—(t)=hl t 1.1
gdzie my, jest masa k-tej czastki, a g jest wektorem wszystkich wspotrzednych q. ¥

jest funkcja falowa, ewoluujaca zgodnie ze standardowym réwnaniem Schrodingera:

N 2

L0 h
iha (a,1) = =35 -

i=1 21

V(g t) + V(g)(g t) (1.2)
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Roéwnanie (1.1) ma intuicyjng interpretacje: predkosé czastki k zadana jest przez
przypisany jej, normalizowany prad prawdopodobienstwa: dq /dt = jx(q,t) /|1 (q, t)]?.
Z réwnan tych bezposrednio wynika, ze mechanika Bohma jest teorig nielokalna:
predkosé czastki k zalezy przez ¢ od rownoczesnej pozycji wszystkich innych czastek
w ukladzie. Funkcja 1(q,t) w tym kontekscie nazywana jest takze falg pilotujgcq.
"Problem pomiaru” w mechanice bohmowskiej nie istnieje, poniewaz kazdy pomiar
(w ramach wlasciwej sobie dokladnosci) odkrywa realna i obiektywna konfigura-
cje uktadu w danym momencie. Reguta Borna nie jest tu postulatem, ale prawem
statystycznym, wynikajacym z tego, ze uktady daza do hipotetycznej ”réwnowagi
kwantowej”, w analogii do praw mechaniki statystycznej. Kolaps funkcji falowej jest
w teorii de Broglie’a-Bohma zjawiskiem fenomenologicznym: nastepuje on tylko z
punktu widzenia obserwatora, gdy rozwaza on poduktad i przypisuje mu ”wzgled-
na” funkcje falows. Natomiast nie jest mozliwy kolaps ”wtasciwej” globalnej funkcji
falowej. Ma to pewne podobienstwo do interpretacji wielu swiatow, poniewaz w obu
przypadkach teoria opiera si¢ na uniwersalnej funkcji falowej, tworzacej zgodnie z
opisanym wyzej mechanizmem $wiaty rownolegte. W kontekscie teorii Bohma nale-
zy je uznaé za "$wiaty fikcyjne”, podczas gdy konfiguracja ¢(t) stuzy jako wskaz-
nik jedynej "rzeczywistej” historii. Mechanika Bohma jest przyktadem tzw. teorii
ukrytych zmiennych (ang. hidden variable theory, HVT) — w tym przypadku sa to
wspotrzedne . Istnieje szereg twierdzen zawezajacych klase fizycznych HVT: jedne
z najstynniejszych to twierdzenie Bella [Bel64] oraz twierdzenie Kochena-Speckera
[KS67]. Jak argumentuje sam Bell, nie stoja one jednak w sprzecznosci z mecha-
nika Bohma [Bel82]. Od lat 90. daje sie zaobserwowaé wzmozone zainteresowanie
mechanikg bohmowska, co doprowadzito do prac dazacych do uogdlnienia teorii z
uwzglednieniem m.in. spinu, szczegolnej teorii wzglednosci, kwantowej teorii pola i

zakrzywionej czasoprzestrzeni [Boh06].

Teorie obiektywnego kolapsu Wsrdd interpretacji ontycznych mozna wyrédznié
wreszcie teorie obiektywnego kolapsu. W przeciwienstwie do wielu przedstawionych
wyzej formalizméw, ktorych falsyfikowalno$é bywa sporna, sa to teorie fizyczne w
Scistym tego stowa znaczeniu: postuluja one fizyczny mechanizm, ktory ma prowa-
dzi¢ do kolapsu funkcji falowej. Pierwsza taka teoria zaproponowana zostalta przez
Ghirardiego, Riminiego i Webera w 1986 [GRW86|. Rozwazmy funkcje falowa ukta-
du N czastek ¥(xq,...,zy). Wedlug teorii GRW, funkcja ta ewoluuje zgodnie ze
zwyczajnym rownaniem Schrodingera, przy czym co jakis czas doswiadcza losowo

spontanicznego kolapsu

- |Li(z) (21, ..., oN))
[ Li(2)[¢(@1, ... zn))|

(21, ... 2N)) (1.3)
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L;(z) jest operatorem lokalizujacym i-ta czastke wokét x. Zazwyczaj przyjmuje sie

1 % _(%*293)2
Li(z) = () e Yo (1.4)

e

postaé

gdzie g; jest operatorem potozenia dla i-tej czastki, a ro statg charakteryzujaca sze-
roko$¢ lokalizacji. Lokalizacja kazdej czastki nastepuje niezaleznie od pozostatych ze
srednig czestotliwoscia Agrw . Rozktad lokalizacji w czasie jest poissonowski, a miej-
sce lokalizacji z jest losowane z rozktadu P;(x) = (¢|L!(2)Li(x)[)). Model wprowa-
dza wiec dwie nowe fundamentalne stale Agry 1 r¢. Latwo dowie$¢ w ramach teorii
GRW tzw. efektu amplifikacji: jesli w ciele stalym skladajacym sie z N czastek
kazda doswiadcza lokalizacji z czestotliwoscia Agrw, to srodek masy tego uktadu
lokalizowany jest z czestotliwoscig A = NAggrw. Postulowana warto$¢ Aggry musi
by¢ wiec na tyle duza, aby lokalizacja dla obiektow makroskopowych nastepowata
niemal natychmiast, i na tyle mata, aby w przypadku obiektow kwantowych byto
to zdarzenie niemal pomijalne. Wartosci przyjete w [GRWS6] to Agrw = 10716571
i rc = 107"m. Model GRW laczy wiec w prosty sposéb zjawiska kwantowe w skali
mikro z mechanikg klasyczna dla obiektow makroskopowych. Dodatkowo w przy-
padku pomiaru odtwarza on znang ze standardowej mechaniki kwantowej regute
Borna oraz kolaps funkcji falowej. Dzieje sie to jednak za cene wprowadzenia ad hoc
szumu do fundamentalnych réwnan dynamiki uktadéw kwantowych. Ponadto model
GRW posiada szereg innych problematycznych cech: nie uwzglednia on identycznych

czastek, nie jest relatywistyczny i prowadzi do ztamania zasady zachowania energii.

Stanowito to motywacje do rozwiniecia bardziej zaawansowanych modeli sponta-
nicznego kolapsu. Jednym z najpopularniejszych jest model ciagtej spontaniczne;j
lokalizacji (ang. continuous spontaneous localization, CSL) [Pea89; GPRI0]. Jego

dynamika opisana jest przez stochastyczne réwnanie Schrodingera [PS94]

dly) = —;HdtJr Vj\niSL/dx (M (x) — (M (x)),]dW;(x)

- 5 [ax M) = (GNP 10 (1)
Pierwszy wyraz odpowiada za standardowa unitarng ewolucje, natomiast dwa kolej-
ne prowadza do lokalizacji w przestrzeni potozen, ktora w przeciwienstwie do modelu
GRW nie jest skokowa, ale ciggta w czasie. dW;(x) jest polem szumu, zadanym przez
proces Wienera w kazdym punkcie x. Acgy, jest analogicznym do Agrw parametrem

zadajacym intensywnos¢ lokalizacji, a mg masa referencyjna (np. masa nukleonu).



1.1. INTERPRETACJE MECHANIKI KWANTOWEJ 25

M (x) jest rozmytym operatorem gesto$ci masy:
M(x) = YN (x) (16)
j
gdzie m; to masa j-tej czastki a
Ni(x) = [ dyglx = y)ul()es(y) (1.7)
z operatorami kreacji w;(y) i anihilacji ¢;(y) czastki w y oraz funkcjg rozmycia

1 2 2
_ —x?/2r
X) = ———¢€ c. 1.8
Model CSL pozwala na opis nierozréznialnych czastek. Istnieje takze jego rozszerze-

nia dysypatywne, ktére zapobiega nieograniczonemu przyrostowi energii [SB15].

Modele takie jak GRW i CSL nie wyjasniaja jakie jest zZrodto szumu generujacego
lokalizacje czastek kwantowych. Inaczej przedstawia sie model Didsiego-Penrosa, w
ktorym za kolapsem funkcji falowej stoi oddziatywanie grawitacyjne. Zostal on roz-
winiety w péznych latach 80. przez Didsiego [Di687; Di689]. Postuluje on réwnanie
formalnie identyczne z 1.5, przy czym w miejsce parametru Acgz/mg podstawia on
G/h. Tym samym amplituda pola szumu generujacego lokalizacje powiazana jest z
potencjatem Newtonowskim w tym punkcie. Penrose [Pen96] zaproponowal nieco in-
ne rozumowanie: Rozwazmy superpozycje dwoch stanéw kwantowych, oznaczonych
przez a i b, odpowiadajacych réznym dystrybucjom masy lub energii. Intuicyjnie
spodziewamy si¢, ze stan taki bedzie tym mniej stabilny, im wicksza bedzie roz-
bieznos$¢ miedzy oboma rozktadami — odpowiada to codziennemu doswiadczeniu, ze
przedmioty makroskopowe nie moga by¢ ”w dwoch miejscach na raz”. W przyblize-

niu Newtonowskim, réznica energii miedzy nimi wynosi

AEg = é/dr (9a(r) — go(x)), (1.9)

gdzie g;(r) jest przyspieszeniem grawitacyjnym w r. Prowadzi to do oszacowania
czasu rozpadu takiego stanu kwantowego 7¢ = h/AFEqg. Z pominieciem czynnikéw
numerycznych jest to czas identyczny do czasu lokalizacji wynikajacego z modelu
Diosiego. Stosunkowo niedawny przeglad modeli obiektywnego kolapsu pod katem

do$wiadczalnej weryfikacji znajduje sie w [Bas+13].

Dekoherencja kwantowa W 1970 roku Zeh opublikowal prace dotyczaca in-
terpretacji pomiaru w mechanice kwantowej [Zeh70]. NieSwiadomy prac Everetta,

zaproponowal w niej teori¢ podobng do interpretacji wielu swiatow. Publikacja byta
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jednak nowatorska pod innym wzgledem: zawierata historycznie pierwszy model de-
koherencji kwantowej, czyli utraty przez uktad cech typowo kwantowych i przejécia
do zachowania klasycznego. Praca Zeha pozostata zasadniczo niezauwazona przez
ponad 10 lat, do czasu przetlomowych badan Zurka [Zur81; Zur82]. W pracach tych
postuluje on dla kazdego realistycznego instrumentu pomiarowego istnienie tzw.
bazy wskaZnika (ang. pointer basis). Jest to baza przestrzeni Hilberta miernika,
wyrdzniona fizycznie ze wzgledu na jego konstrukcje. W uproszczonym przypadku,
gdy dynamika wtasna instrumentu pomiarowego jest pomijalna, sa to stany wta-
sne hamiltonianu oddziatywania instrumentu z otoczeniem. W ogélnosci te stany
wskaznikowe (pointer states) po krétkim czasie staja sie ortogonalne i stabilne, a
stan instrumentu zadany jest przez ich mieszanine. Teoria Zurka nie ogranicza sie
jednak do sytuacji pomiarowych w waskim tego stowa rozumieniu. Ma ona na grun-
cie mechaniki kwantowej ogdlnie wyjasnia¢ dlaczego swiat makroskopowy zachowuje
sie klasycznie. Tak wiec kazdemu uktadowi klasycznemu w wyniku jego oddziaty-
wania z otoczeniem mozemy przypisa¢ baze wskaznika. Proces ten nazywany jest
"einselection” (ang. enviromentally induced selection). Cata teoria, rozwijana przez
Zurka i wspolpracownikow przez kolejne dekady, otrzymata nazwe ” kwantowego dar-
winizmu” [Zur03; Zur(09]. Stanowi ona istotny wktad w wyjasnienie powiazan fizyki
kwantowej i klasycznej. Pozostaje jednak sporne, na ile rozwigzuje ona problem

pomiaru i pytania o kolaps funkcji falowej [Leg02; Kas14].

1.2 Droga do teorii cigglego pomiaru kwantowego

Pomiar rzutowy Historie teorii pomiaréw kwantowych mozna podzieli¢ na dwa
okresy. Pierwszy z nich pokrywa sie z narodzinami teorii w pierwszej potowie XX.
wieku. Pojecie "kolapsu” lub ”redukcji” paczki falowej zostato wprowadzone przez
Heisenberga [Hei27; Hei30]. Za pierwsze pelna teorie pomiaru mozna uznaé¢ omowie-
nie Diraca w jego ksiazce z 1930 roku [Dir30]. Z wiekszym rygorem matematycznym
kwestie te podjal dwa lata pézniej von Neumann w podreczniku [Neu32]. Zasadni-
czo zakonczyto to formalizacje tak zwanej rzutowej teoria pomiaru, ktora do dzisiaj
uznawana jest za fundamentalny element teorii kwantowej. Za wyjatek mozna uznac
opublikowana w 1951 prace Liidersa w ktérej zaproponowal on alternatywny do teo-
rii von Neumanna opis pomiaru obserwabli o zdegenerowanym widmie [Liid50]. Poza
tym jednak, po pionierskich pracach z lat 30. teoria pomiaru kwantowego nie sku-
piata zbyt duzego zainteresowania, pojawiajac sie jedynie w kontekscie debat wokot
interpretacji mechaniki kwantowej, ktoére stresciliSmy w powyzszych akapitach. Przy-
czyne mozna upatrywaé w éwcezesnych mozliwosciach fizyki do$wiadczalnej: pomiary
zjawisk kwantowych przeprowadzane byty z regule na zespotach wielu czastek al-

bo prowadzitly do zniszczenia uktadu. Pytanie o "stan po pomiarze” pozostawato
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wiec kwestig Scisle akademicka. Popularnoscig cieszyt sie sformutowany przez Borna
poglad, wedtug ktérego twierdzenia mechaniki kwantowej dotycza jedynie zespotow
statystycznych jednakowo przygotowanych uktadéw, a nie pojedynczych realizacji

doswiadczalnych [Bor26).

Pomiar uogélniony — POVM Sytuacja zaczeta zmieniaé sig, gdy w latach 60. i
70. szereg fizykow matematycznych zaczat badac, jak uogélni¢ teorie, aby uwzgled-
niata pomiary niedoskonate. Prace Daviesa [Dav76] i Krausa [Kra83] doprowadzity
do sformutowania teorii miary dodatnio okre$lonych operatoréw (ang. positive ope-
rator valued measure, POVM), ktora stanowi podstawe wszystkich wspétczesnych

modeli pomiaru w mechanice kwantowej (wiecej o POVM w rozdziale 2.2 niniejszej

pracy).

Obserwacje pojedynczych ukladéw kwantowych — przeskoki kwantowe
Impuls teoretyczny szedt w parze z postepami w technice dos$wiadczalnej, ktora na
przetomie lat 70. i 80. doprowadzita do eksperymentéw na pojedynczych obiektach
kwantowych. Pierwsze takie doswiadczenia przeprowadzane byty na jonach w putap-
ce optycznej [Neu+78]. Doswiadczenia wznowity zainteresowanie kwestia, ktora byta
przedmiotem kontrowersji juz we wczesnych dniach mechaniki kwantowej. Jednym
z najwczesniejszych jej sukcesow byt stynny model atomu Bohra, ktéry wyjasniat
linie widmowe atomu wodoru. Absorpcja i emisja fotonoéw powigzana zostata z prze-
skokami elektronu pomiedzy poszczegdlnymi dopuszczalnymi kwantowo orbitami w
powtoce atomu. O ile przynajmniej na plaszczyznie fenomenologicznej model si¢
sprawdzil, kwestia fizycznosci nieciagtych zmian stanu elektronu pozostata sporna
[SWO7]. Do zaciektych krytykéw przeskokéw kwantowych nalezat Schrodinger, kté-
ry w ich miejsce proponowal opis za pomoca rezonansu miedzy elektronem a polem
elektromagnetycznym [Sch52b; Sch52a]. Ponad 70 lat po pionierskiej pracy Bohra
[Boh13|, Cook i Kimble na podstawie pomystu Dehmelta [Deh75] zaproponowali
obserwacje przeskokéw kwantowych w pojedynczym jonie [CK85]. Pomyst polegat
na wykorzystaniu uktadu tréjpoziomowego. Oscylacja miedzy stanami 1 a 2 bytaby
wymuszona przez silny laser, co powodowaloby intensywng fluorescencje. Jedno-
czes$nie stan 2 jest stabo sprzezony z metastabilnym stanem 3 (”shelving state”).
Przejécie do stanu 3 jest widoczne poprzez zanik fluorescencji. Tak wiec przeskoki
kwantowe miedzy oscylacja 1-2 a stanem 3 powoduja skokowe zmiany w sygnale
fluorescyjnym. Krotko po przedstawieniu pomystu efekt zostal zaobserwowany do-
$wiadczalnie [NSD86; Sau+86; Ber+86]. Jak zauwazyt Javanainen [Jav86], istnieje
tez alternatywna interpretacja tego rodzaju wynikéw: zamiast przeskokow elektro-
nowych, mozna rozwazy¢ statystyke zliczen fotonow. Przejécie od fizyki ”"kwanto-

wej” do "klasycznej” moze nastapi¢ na réznych poziomach. Niezaleznie od tego,
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przeskoki kwantowe wymykaja si¢ z konwencjonalnego opisu w ramach teorii kwan-
towej. Prawdopodobienstwo znalezienia atomu w stanie 3 jest ciagta funkcja czasu.
Zamiast usrednienia po zespole statystycznym, konieczne stalo sie sformutowanie

opisu pojedynczej realizacji.

Eksperymenty grup Dehmelta, Toschka i Winelanda otworzyty réwniez perspektywe
na zagadnienie cigglej obserwacji uktadu kwantowego. Praprzodkiem w tej dziedzi-
nie moze zosta¢ uznana praca Motta z 1929, w ktorej podejmuje on problem czastki
a emitowanej w wyniku rozpadu jadra atomu [Mot29]. Rozwaza on w jaki sposéb
mozna pogodzi¢ przewidziang przez mechanike kwantowsg fale sferyczng opisujaca
czastke z obserwowanymi do$wiadczalnie w komorze Wilsona konkretnymi trajek-
toriami. Zaproponowane przez Motta rozwigzanie polega na uwzglednieniu oprocz
samej czastki obecnych w komorze atomow gazu. Zaobserwowal on, ze tgczone praw-
dopodobienstwo ich jonizacji jest znaczace tylko wtedy, jesli znajduja si¢ one na
prostej linii przebiegajacej przez promieniotwérczg probke. Wspodtezesnie mozemy
doda¢, ze rozwiagzanie to pomija sprzezenie zwrotne atoméw gazu z czastka . Jest
to uzasadnione, poniewaz czastka ma bardzo duzy ped. W pewnym sensie jest to
wiec problem efektywnie klasyczny. Rozwiniecie wyzej wspomnianego formalizmu
uogolnionych pomiaréw pozwolito podjaé problem ciggtego monitorowania uktadu
prawdziwie kwantowego. Do najwczesniejszych publikacji w tej dziedzinie naleza

prace Mensky’ego [Men79] i Srinivasy i Daviesa [SD81].

Teoria ukladéw otwartych Zagadnienie przeskokéw kwantowych (lub ogdlniej:
kwantowych proceséw stochastycznych) jest blisko spokrewnione z teorig uktadow
otwartych. Te nieoczywista relacje rowniez odkrywano stopniowo, a obie dziedziny
z poczatku rozwijaly sie réwnolegle. Uktad otwarty w mechanice kwantowej stan-
dardowo jest opisany przez macierz gestosci, ktérej dynamika zadana jest przez
tzw. rownanie master. Formalizm ten ma dluga histori¢: juz w 1927 Landau badat
w ten sposob problem oscylatora ttumionego [Lan27]. Wéréd pézniejszych przykta-
déw mozna wymienié¢ réwnanie z ” potencjatem optycznym” w fizyce jadrowej [Ferb4;
FPW54], réwnanie Lamba optyki kwantowej [Lam64] oraz teorie relaksacji Redfielda
[Red65], ktora miata zastosowanie w badaniach réznych uktadéw. Jednak dopiero w
latach 70. zainteresowanie badaczy skupito sie wokét pytania, jak w ogdlnosci mozna
scharakteryzowaé ewolucje otwartego uktadu kwantowego. Przelomowe prace w tej
kwestii zostaly opublikowane niemal réwnoczesnie przez Lindblada [Lin76] oraz Go-
riniego, Kossakowskiego i Sudarshana [VS76]. Wyprowadzane przez nich réwnanie

opisuje dynamike uktadu dysypatywnego za pomoca operatoréw przeskoku.
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Schematy numeryczne Roéwnanie Goriniego-Kossakowskiego-Lindblada-Sudarshana
(GKLS) jest réwnaniem rézniczkowym, ktére w deterministyczny sposéb opisuje
ewolucje macierzy gestosci. Jest to wiec statystyczny opis dynamiki. Natomiast
"przeskoki” nastepujg jedynie w konkretnej realizacji doswiadczalnej i maja cha-
rakter $cisle niedeterministyczny. Do ich opisu konieczne jest zatem réwnanie sto-
chastyczne, nazywane stochastycznym rownaniem Schrodinger. Jest ono wyrazone w
formalizmie stochastycznych réwnan rézniczkowych, znanym w matematyce od kilku
dekad [Arn74]. Prowadzi to do nowych metod numerycznych dla symulacji uktadéw
otwartych. Zostato to zauwazone niezaleznie przez szereg badaczy na poczatku lat
90. [DCM92; GPZ92; DZR92] (metoda ta wykorzystywana jest obszernie w tej pracy
i zostata bardziej szczegdtowo przedstawiona w rozdziale 2.3.1). Pokrewny forma-
lizm zostal zaproponowany w tym samym czasie przez Carmichaela. Skupia sie¢ on
na analizie pol uczestniczacych w procesie detekcji, uwzgledniajac m.in. wazny przy-
padek detekcji heterodynowej [Car93]. To Carmichael ukut okreslenie ”kwantowej

trajektorii” opisujacej stochastyczng ewolucje stanu kwantowego.

Modele stochastyczne Niezaleznie od tych badan, dazacych raczej do uzyska-
nia praktycznych narzedzi w ramach optyki kwantowej, stochastyczne rownanie
Schrodingera badane byto juz wezesniej w ramach prac dotyczacych podstaw mecha-
niki kwantowej. Jednym z przyktadéw jest praca Gisina z 1984, w ktérej wyprowa-
dzil on ze stochastycznego modelu postulat rzutowy Liidersa [Gis84]. Zaliczaja sie
do tego takze wymienione wczesniej, rozwiniete w tym czasie modele obiektywnego
kolapsu [Di689; GPR90]. Jak wspomniano, czesé¢ z nich zakladala — w przeciwien-
stwie do kwantowych przeskokéw — ciggly stochastyczna ewolucje. Modele takie sa
rownowazne w tym sensie, ze moga prowadzi¢ do tego samego réwnania master.
Ich poréwnania dokonali Percival i Gisin w [GP92]. Jak wskazuja, modele ciagte
stochastyczne sg w stanie odtworzy¢ " przeskoki” jako gwattowne zmiany funkcji fa-
lowej. Jest to zgodne z teorig kwantowych trajektorii Carmichaela i zostato ostatnio

zademonstrowane doswiadczalnie [Min+19].

Roéwnolegle procesy ciagtego monitorowania uktadow kwantowych badane byty od
lat 80. w ramach matematyki fizycznej. Bielawkin rozwinat kwantowy stochastycz-
ny rachunek rézniczkowy opierajac sie¢ na wynikach z klasycznej teorii sterowania
[Bel87; Bel92; BS92|. Prace te dotyczyly tzw. filtracji, czyli problemu ciaglej aktu-
alizacji rozktadu prawdopodobienstwa warunkowanego pomiarem z szumem. Podob-
ny pomyst, w prostszy sposéb, zaproponowali takze Wiseman i Milburn [WM93].
W ten sposéb powstata "kwantowa teoria filtracji”, pozwalajaca na do$wiadczalne

sterowanie uktadami kwantowymi [Arm+02; Smi+02]. Fundamentalny wktad w te
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dziedzine mial takze Barchielli, ktory uogdlnit teori¢ z uwzglednieniem przeskokéw
kwantowych [Bar90; Bar93].

1.3 Ciagly pomiar polozenia i pedu

Przedmiotem badan niniejszej pracy jest wielokrotny pomiar potozenia i pedu czast-
ki kwantowej. Jednoczesny pomiar tych dwéch zmiennych jest mozliwy w mecha-
nice kwantowej, przy czym jego dokladnos$é oczywiscie jest ograniczona przez za-
sade nieoznaczonosci Heisenberga. Problem ten w ramach pojedynczego pomiaru
byl dyskutowany przez Arthursa i Kelly’ego [AK65]. Od czasu opracowania ogdlnej
teorii pomiaru ukazato si¢ wiele prac dotyczacych cigglego pomiaru obserwabli o
ciaglym widmie. Wykorzystane zostaly rézne formalizmy, takie jak metoda catek
po trajektoriach [BLP82|, charakterystycznych funkcjonatéw [Bar83] czy tez wyzej
wspomnianych kwantowych stochastycznych réwnan rézniczkowych [BL85; Bar86;
Di688]. Praca Cavesa i Milburna [CM87] przedstawia model ciaglego pomiaru po-
tozenia, rozumianego jako granica nieskonczenie czestych i stabych pomiaréw, roz-

wazonego w roznych formalizmach.

Problem ciggtego pomiaru uktadéw kwantowych pozostaje czynna dziedzing badan.
W ostatnich latach uwage przyciagneto pytanie, na ile state monitorowanie uktadu
prowadzi do zachowan klasycznych. Wezesnym wktadem jest tutaj praca Joosa i
Zeha [JZ85]. Wéréd pézniejszych prac mozna wymieni¢ [Bru+97; BHJ03; Olil4]. W
[FL92] zbadany zostal wpltyw wielokrotnego pomiaru polozenia na czas tunelowa-
nia czastki w potencjale dwujamowym. Wykluczone zostato przy tym zamrozenie
dynamiki czastki, znane jako efekt Zenona. W odpowiedzi na to autorzy [GWM93]
zaproponowali intuicyjny fizycznie stochastyczny model pomiaru, wykazujacy efekt
Zenona. [AFU16] wskazuje na osobna krytyczna faze w ultrazimnym gazie atomo-
wym, wynikajaca z ciagtej obserwacji. [AU17; AU18] badaja mozliwos¢ ciagtej obser-
wacji kwantowego uktadu wieloczastkowego. Wielokrotny pomiar powiazany zostal
takze ze zjawiskami chaotycznymi [DG90; BHJ00].






Rozdzial 2

Teoria cigglego pomiaru ukladow

kwantowych

Wstep

Typowe teksty wprowadzajace do mechaniki kwantowej przedstawiaja teorie opar-
ta o pojecie funkcji falowej, nazywanej takze stanem uktadu i bedacej elementem
przestrzeni Hilberta. Drugim kluczowym pojeciem sa operatory, czyli odwzorowania
liniowe dzialajace na stan. Przyktadem moze byé¢ unitarny operator U(t) zadaja-
cy dynamike ukladu. Réwnie istotng klase stanowia obserwable, ktore zgodnie z
postulatami odpowiadaja wielko$ciom fizycznym przypisywanym uktadowi. Mozli-
we wyniki pomiaru takiej wielkosci zadane sg przez wartosci wtasne obserwabli —
poniewaz maja to by¢ liczby rzeczywiste, obserwabla musi by¢ operatorem hermi-
towskim. Po wykonanym pomiarze uktad znajduje sie¢ w stanie wlasnym obserwabli
odpowiadajacym uzyskanemu wynikowi (lub jest elementem podprzestrzeni wtasnej
w przypadku degeneracji). Pomiar z zasady jest zdarzeniem losowym — prawdopodo-
bienstwo uzyskania wyniku zadane jest przez modut kwadratu iloczynu skalarnego

odpowiedniego stanu wtasnego i funkcji falowej przed pomiarem.

Tak ujeta teoria pomiaru moze nastreczy¢ jej adeptowi wiele pytan. Po pierwsze
wydaje sie, ze nie wszystko, co potocznie nazwalibySmy ”wynikiem” doswiadczenia,
musi by¢ liczba — moga to by¢ takze zdarzenia typu ”dioda Swieci sig/nie $wie-
ci”, "kot zyje/nie zyje” itd. Mozna réwniez zauwazy¢, ze tak naprawde nigdy (a z
pewnoscia w fizyce kwantowej) nie mierzymy bezposrednio jakiejs wielkosci uktadu
fizycznego, ale dzieje sie to za posrednictwem jednego lub wielu instrumentéw po-

miarowych — jak ostatecznie otrzymana liczba (np. napiecie na woltomierzu) ma sie
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do teoretycznie postulowanego ”wyniku” pomiaru kwantowego oraz zmiany jego sta-
nu? Jeszcze bardziej problematyczne wydaja sie tzw. pomiary niszczace, w wyniku
ktérych uktad przestaje istnie¢ (do$é powszechnie spotykane w optyce kwantowej).
Moéwienie w takim przypadku o stanie wiasnym nieistniejacego juz uktadu wydaje
sie bezsensowne, a co za tym idzie, rowniez caty opisany powyzej formalizm. Ponadto
"doswiadczalnik” wtracitby, ze kazdy wynik pomiaru obarczony jest jakims bledem

— co jesli obejmuje on wiele réznych wartoéci wtasnych mierzonej obserwabli?

Te trudnosci powodujg, ze wiele zaawansowanych podrecznikéw starajacych sie o
aksjomatyczne sformutowanie teorii odbiega od naiwnego schematu przedstawione-
go w pierwszym akapicie, wprowadzajac bardziej abstrakcyjne pojecia. Poszukujac
mozliwie najogélniejszej charakteryzacji, czes¢ autorow [BB75; Kra83] sprowadza
dowolny pomiar do "pytan elementarnych”, czyli takich na ktére odpowiedz mo-
ze brzmie¢ jedynie tak lub nie. Bardziej skomplikowane pomiary zawsze daja si¢

przedstawi¢ jako kombinacje pytan elementarnych.

Jednak najpowazniejszg trudnoscig zwigzang z kwestiag pomiaru w mechanice kwan-
towej pozostaje pytanie, dlaczego wtasciwie definiujemy odrebny zestaw zasad dla
"ewolucji zwyczajnej” oraz zmian zachodzacych w wyniku pomiaru. Jako pierwszy
sprzecznos¢ te wyodrebnil von Neumann, nazywajac te zasady odpowiednio proce-
sem II. i I. [Neu32, s. 186]. Wydaje sie, ze pomiar nie powinien zasadniczo réznié
sie od pozostalych zjawisk w fizyce, 1 ze powinnidmy by¢ w stanie sprowadzi¢ go do
tego samego rodzaju fundamentalnych oddziatywan przyrody. To z kolei oznaczato-
by, ze zarowno uktad, instrument pomiarowy jak i obserwator ostatecznie opisane
sa jednym réwnaniem Schrodingera (proces I1.), a proces I. ma charakter zasady
fenomenologicznej, dajacej wyjasni¢ sie w obrebie procesu I. Zadanie to nazywane
jest problemem pomiaru, a jego analiza doprowadzita m.in. do powstania réznych
interpretacji mechaniki kwantowej, ktore zostaty przedstawione skrotowo rozdzia-
le 1. Niezaleznie od tej kontrowersji, mozliwosé¢ (choéby teoretyczna) sprowadzenia
kazdego pomiaru do "zwyczajnych” oddzialywan wskazuje na to, ze peten opis musi
nastapi¢ w ramach ogélnego formalizmu, ktory zasadniczo nie wyrdznia dziatalnosci

tak czy inaczej rozumianego obserwatora.

Podziat tego rozdziatu jest nastepujacy. Cze$¢ 2.1 opisuje rzutows teorie pomiaru,
ktora mozna zrozumieé¢ jako sformalizowanie i uscidlenie schematu przedstawione-
go u poczatku tego wstepu. Pozwoli to wyprowadzi¢ wzory w postaci analogicznej
do tych z opisanej pdzniej, ogolniejszej teorii. Rzutowa teoria pomiaru jest réwniez
istotna, poniewaz — jak wyjasnimy podzniej — kazdy ogdlny pomiar da si¢ przed-
stawi¢ matematycznie jako rezultat pomiaru rzutowego na innym uktadzie. Czesc¢

2.2 przedstawia powszechnie przyjety wspotczesnie formalizm, w ramach ktérego da
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sie opisa¢ dowolny pomiar kwantowy. Stanowi to podstawe do czesci 2.3, w ktorej
przedstawimy ogd6lna teorie wielokrotnego (lub w granicy — ciggtego) pomiaru ukta-
du kwantowego. Czes¢ notacji oraz wyprowadzen zaczerpnieta jest z podrecznika
[WMO09].

2.1 Pomiar rzutowy

Dla zachowania petnej ogélnosci przyjmiemy obecnie, ze uktad podlegajacy pomia-
rowi opisany jest macierzg gestosci p. Bedziemy przedstawiali jednak tez wzory dla
prostszego przypadku stanu czystego p = [1)(¢|. Zainteresowani jeste$my pomiarem
obserwabli A. Poniewaz A jest hermitowska, mozemy zapisaé¢ ja w postaci diagonal-
nej

A= Z ML (2.1)

gdzie \; sg wartosciami witasnymi a II; operatorami rzutowymi na podprzestrzen
wlasng. W przypadku nie-zdegenerowanego \; mozemy zapisa¢ 11, = |j) (j| gdzie |j)
to stan wlasny. Z hermitowskosci A wynika (twierdzenie spektralne) ze \; sa rzeczy-
wiste a II; ortonormalne: IL;II; = 4;;11,. Prawdopodobienstwo uzyskania wyniku A;
jest zadane przez

p; = Tr[IL;p], (2.2)

Jezeli przeprowadzimy pomiar bezwarunkowy, tzn. taki po ktérym nie odczytujemy

wyniku, stan po pomiarze bedzie zadany przez

=2 Tpll;. (2.3)

J
Widzimy, ze poszczegdlne cztony tej sumy odpowiadaja réznym mozliwym stanom a
posteriori. Jezeli wiec przeprowadzimy pomiar z odczytaniem wyniku (warunkowy),

stan po pomiarze bedzie jednym z cztonéow, z odpowiednig normalizacja:

1
p' = —1pll; (2.4)

pj
Stan po pomiarze zalezy od tego czy odczytaliSmy wynik, poniewaz macierz gestosci
reprezentuje nasza wiedze o uktadzie, tzn. prawdopodobienstwa jakie przypisujemy
poszczegdlnym fizycznym realizacjom. W szczegblnosei z (2.3) wynika, ze pomiary

moga zamieni¢ stan czysty w mieszany.

Réwnania (2.2) i (2.4) czesto przedstawiane sa jako postulaty mechaniki kwanto-

wej. Zapisane dla stanu czystego (oraz obserwabli o niezdegenerowanym widmie, po
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drugim znaku réwnosci)

p; = (W) = [(l5) ) (2.5)

) = —— L) = |j), (2.6)

VPi

oddaja zaleznosci znane z wprowadzen do mechaniki kwantowej. Réwnania (2.2)
i (2.5) okresla si¢ mianem reguly Borna, natomiast (2.4) i (2.6) to tzw. postulat

kolapsu lub redukeji funkeji falowe;.

7 powyzszych rownan tatwo jest wyprowadzi¢ wzér na wartosé oczekiwana:

(A) = ij/\j (2.7)

= Tr[Ap] (2.8)

i wariancje:
(A%) =2 piN (2.9)
= Tj‘r[AQp] (2.10)

Obserwable o cigglym widmie

W tej rozprawie szczegdlng uwage poswiecamy pomiarowi potozenia i pedu, repre-
zentowanym przez operatory X i P. Analogicznie do réwnania (2.1) mozna przed-

stawi¢ je w postaci diagonalnej:

X = /dmx|x>(x| (2.11)

P = /dpp|p><p\ (2.12)

Przedyskutujemy teraz przypadek polozenia — réwnania dla pomiaru pedu sa zu-
petnie analogiczne. Poniewaz mamy do czynienia z cigglymi zmiennymi, sumy za-
stapiliSmy catkami. Dlatego II, = |z)(x|, zdefiniowane w analogii do powyzszych
rownan, Scisle mowigc nie jest operatorem rzutowym, ale gestosciag operatora rzuto-
wego: w analogii do (2.5), mozemy zapisaé¢ pdr = (Y|l |)dz = |v(z)|*dz, gdzie
zgodnie z konwencja 1 (x) oznacza funkcje falowa w przestrzeni potozen, a p,dx jest
prawdopodobienstwem znalezienia czastki w infinitezymalnym interwale dx. 7Z te-
go samego powodu II, rzutuje na niefizyczny (nie dajacy sie unormowac) stan |x).

Istnieje mozliwo$¢ zdefiniowania nieco bardziej realistycznego rzutowego pomiaru
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potozenia. Operatory
I, = / £i(2)1L, da (2.13)

s ortonormalne jesli spelniony jest warunek, ze f;(x) sa funkcjami prostokatnymi
(tzn réwne 1 na interwale [; i 0 poza tym), przy czym I; NI, = () dla j # k. Jednak
tatwo sie przekonaé, ze w rezultacie takiego pomiaru otrzymujemy funkcje falowa,
ktora jest nieciggta na brzegach interwatu I;. Wida¢, ze modelowanie realnego po-

miaru potozenia wymaga wyjscia poza teorie rzutowa.

2.2 Pomiar uogélniony — miara dodatnio okreslo-

nych operatoréow

W poprzednim rozdziale wprowadziliSmy rzutowe operatory pomiaru II;, ktérych
kluczowa cechg byta ortogonalnos¢. Ponadto, poniewaz wyprowadziliSmy je z roz-
ktadu spektralnego obserwabli, sumujg sie one do jedynki. Wyrazone w réwnaniach,

te dwie cechy brzmia nastepujaco:

I, =1 (2.15)
J

Latwo przekonaé sie, ze (2.15) jest warunkiem koniecznym dla kazdego modelu po-
miaru: Tylko wtedy wielkosci p; z (2.2) daja interpretowac sie jako prawdopodo-
bienstwa wynikow pomiaru. Z tego samego powodu konieczne jest, aby byly one
dodatnio okreslone. Stad widac¢, ze sensowne uogélnienie mozliwe jest jedynie przez
porzucenie warunku (2.14). Dlatego ten ogdlny rodzaj pomiaréw nazywany jest w

literaturze takze pomiarem nieortogonalnym [BKT92].

Mamy zatem nowy rodzaj operatoréw, ktoéry oznaczamy przez symbol E;. Spelniaja

one stabszy warunek

Z E;=1 (2.16)

oraz sg dodatnie. W literaturze nazywane sa one efektami (ang. effects). Poniewaz
nie musza by¢ ortogonalne, ich liczba moze by¢ wigksza od wymiaru przestrzeni
Hilberta. Kazde E; powigzane jest z jednym wynikiem pomiaru j, ktory uzyskujemy

(por. (2.2)) z prawdopodobienstwem

p; =TrE;p (2.17)
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Réwnania (2.16) i (2.17) moga by¢ uogdlnione dla przestrzeni Hilberta o nieskonczo-
nym wymiarze oraz (nieprzeliczalnie) nieskoriczonego zbioru efektow {E;}. Uzasad-
nia to technicznie brzmiaca, jednak powszechnie spotykang w literaturze nazwe mia-
ry dodatnio okreslonych operatoréw (ang. positive operator-valued measure, POVM).
Warto zauwazy¢, ze 7 w tym kontekscie nie musi by¢ wartos$ciag wtasng jakiej$ ob-
serwabli. Jest to po prostu liczba lub dowolny inny symbol wyrazajacy ”wynik”

pomiaru. Poniewaz E; sa dodatnio okreslone, mozna przedstawic¢ je w postaci
E; = MIM;. (2.18)

M; nazywane beda tutaj operatorami pomiaru. Opisuja one odwzorowanie stanu

kwantowego w ramach pomiaru (por. (2.4))
p— —M;pM! (2.19)

lub w jezyku funkcji falowych

) = =Ml (2.20)

Dla zilustrowania tego formalizmu przedstawimy teraz historycznie istotny model

pomiaru von Neumann’a [Neu32, s. 236]. Zaklada on podzial na ukltad podlegajacy

obserwacji & oraz miernik, czyli posredniczacy w pomiarze uktad pomocniczy A

(w literaturze anglojezycznej nazywany meter, apparatus lub ancilla). Hamiltonian
catkowitego uktadu to

H=Hg+ Hj+ Vgq, (2.21)

gdzie Hg i H, to Hamiltoniany poduktadow a Vga jest ich oddziatywaniem. Przyj-
mujemy, ze Hg ma dyskretne widmo, natomiast Hy = P?/2m opisuje ”wskazéwke
miernika”. Pracujemy w przyblizeniu, w ktérym niepomijalny jest jedynie ostatni

czton w (2.21) dla ktérego zakladamy postaé iloczynowa. Uwzgledniajac te zatozenia
H=)\QP, (2.22)

gdzie () to interesujgca nas obserwabla z S a P jest pedem wskaznika. Parametr A
modeluje site oddziatywania. Uktad & w chwili poczatkowej znajduje sie w stanie
|bo) = Do cal), gdzie |a) oznaczaja stany wlasne @, a wskaznik w |0(zo)), co
ma oznaczaé funkcje zlokalizowang wokot potozenia xy. Dla stanu uktadu ztozonego
mozemy wiec zapisaé |¥o) = |¢g) ® |0(xp)). Nastepnie pozwalamy obu uktadom

oddziatywacé ze soba przez czas t zgodnie z (2.22). Wykorzystujac postaé diagonalna
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Q = >, Ga|a) (e dla operatora ewolucji mozemy zapisac:

U(t) = exp (—iAQPt) (2.23)
=Y |a)exp (—irg. Pt){al. (2.24)

Tak wiec po czasie t catkowity stan uktadu to
U(t)|Wo) =D calar) @ [0(x0 — Agat)), (2.25)

gdzie wykorzystalismy, ze P jest generatorem translacji potozenia x wskaznika. Za-
uwazmy, ze powyzsze rownanie opisuje stan splatany, tzn. nie daje sie przedstawic
jako iloczyn wektorow z przestrzeni Hilberta S i A. Jest to ogdlna wlasciwosé reali-
stycznego fizycznie procesu pomiaru. Proces pomiaru konczy sie odczytem wyniku
z miernika A. Zgodnie z aksjomatami teorii kwantowej odpowiada to operacji rzu-
towej w przestrzeni miernika, przy czym zaktadamy, ze nie zaburza to juz uktadu

S. Tak wiec dzialamy operatorem 1 ® I1;, gdzie w analogii do (2.13) przyjmiemy ze

a:j+5/2

I, = / dz|z) (z). (2.26)
x;—0/2

Aby rozrézni¢ stany wtasne (0, optymalna rozdzielczo$é § tego pomiaru to AAg,t.

Odczyt pozycji x; = xy — Agat moze by¢ wtedy jednoznacznie powigzany ze sta-

nem |a) uktadu mierzonego. Co wiecej, nastepuje to z prawdopodobiefistwem |c,|?,

zgodnie z regutyg Borna.

Model von Neumann’a jest prostym przyktadem pokazujacym, jak w ramach me-
chaniki kwantowej mozna opisa¢ powstanie korelacji miedzy uktadem i urzadzeniem
pomiarowym. Nie rozwigzuje natomiast wspomnianego wyzej problemu pomiaru —
caly czas laczy si¢ on z rzutowaniem (tyle ze "na wyzszym poziomie”), co znéw
prowadzi do tajemniczego kolapsu funkcji falowej. Mozemy jednak na jego przykta-
dzie zobrazowaé pewien ogolny schemat. Polega on na rozréznieniu co najmniej dwu
uktadéw — instrumentu pomiarowego oraz ” wtasciwego” poduktadu S. W wiekszosci
przypadkéw interesuje nas jedynie dynamika tego drugiego. Wyjasnia to dlaczego
teoria pomiaru jest tak $cisle zwigzana z dziedzing otwartych uktadéw kwantowych.
Uzasadnia to takze wprowadzenie operatora M; opisujacego odwzorowanie stanu

|po) nalezacego do S w inny stan z S (por (2.20)).

Przedstawiony tutaj model pomiaru da sie uzasadni¢ rowniez bardziej formalnie.
Rozwazmy ogdlne odwzorowanie stanu kwantowego p — p' = ®;[p| powiazane z do-
konaniem pomiaru j (odwzorowanie takie nazywane jest superoperatorem). Powinno

ono spelnia¢ nastepujace warunki:
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1. Poniewaz zamierzamy interpretowaé¢ Tr @;[p] jako prawdopodobienstwo, po-
stulujemy:

0< Trd;[p) < 1. (2.27)

2. ®,, jest odwzorowaniem liniowo wypuklym, tzn. dla macierzy gestosci p; i

nieujemnych liczb p; speliajacych Y, p; = 1:

0 [Srn] - Snapl (2.25)

Warunek ten mozna uzasadni¢ w nastepujacy sposob. Niech p oznacza zespol
stanow kwantowych o wagach p;: p = >, pipi. Mdwiac inaczej, p; oznacza
prawdopodobienstwo, ze uktad zostat przygotowany w stanie p;. Wykonujemy
pomiar ®; na stanie p. Stan po pomiarze ®;[p|/ Tr ®;[p] (por. (2.4)) mozna

zapisa¢ jako sume po elementach zespotu:

(o] 1oy Piloi
=2 _p(il)) 57 (2.29)
Tyl ~ 2"
®;[pi]/ Tr @;[p;] to stan uktadu p; po wykonaniu pomiaru j, natomiast p(i|j)
to prawdopodobienstwo, ze uktad zostal przygotowany w stanie p; pod warun-

kiem, ze uzyskaliSmy wynik j. Wykorzystujac regute Bayes’a mozemy zapisac:

g Pi
=Tro;[p,| ——— 2.30
Gdzie wykorzystalismy, ze Tr ®;[p;] to nic innego jak prawdopodobiefistwo
wyniku j pod warunkiem, ze uktad znajduje sie w p;, a Tr ®,[p] to calkowite
prawdopodobienstwo uzyskania j. Podstawiajac (2.30) do (2.29) uzyskujemy

(2.28).

3. ®,, jest catkowicie dodatnie: Oznacza to, ze nie tylko ®,,, ale takze ®,, ®1 jest
odwzorowaniem dodatnim, gdzie 1 jest operatorem jednostkowym na dowolnej
innej przestrzeni Hilberta. Warunek ten zazwyczaj uzasadnia si¢ w nastepu-
jacy sposob: Zalézmy, ze uktad S na ktérym wykonywany jest pomiar jest
splatany z jakim$ innym ukladem S’. Wtedy zadamy, aby dokonanie pomiaru
na podukladzie S bez zaburzania &', tzn. zadzialanie ®,, ® 1, prowadzito do

stanu fizycznego, tj. dodatniego.
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Tak zdefiniowane odwzorowania nazywane sa operacjami. Kraus [Kra83] udowodnit,

ze kazda operacja posiada reprezentacje
@, = 3 Kipks]. 231)

gdzie K; nazywane sg operatorami Kraussa i spetniaja nieréwnosé¢ 1 — 3 Kj K; > 0.
Latwo udowodni¢, ze reprezentacja Kraussa nie jest jednoznaczna, tzn. Scisle mowiac,

operacji ®; odpowiada rodzina zbioréw operatoréw { K;}.

Kolejna cecha uzasadniajaca fizyczna istotnos¢ POVM wynika z twierdzenia Neu-
marka [Per93, s. 285]. Zgodnie z nim, kaZda operacja na uktadzie S moze by¢ przed-
stawiona jako odwzorowanie unitarne Ugy zwiazane z oddzialtywaniem miedzy S i
jakim$ miernikiem A, oraz nastepujacy po niej pomiar rzutowy 114 na A. Jezeli
przez ® oznaczymy operacje powigzang z naszym uogélnionym pomiarem, przez ps
macierz gestosci uktadu S przed pomiarem, a przez |04) poczatkowy stan miernika,

mozna to zapisa¢ w postaci rOwnania:

®[ps] = Tral(1 © I1a)Usalps) © |0.4)(0a|UL4] (2.32)

Jest to wiec odwrocenie konstrukeji przeprowadzonej weze$niej w tym rozdziale,
kiedy w ramach modelu von Neumanna zapostulowalismy konkretne oddziatywanie
miedzy uktadem a miernikiem oraz pomiar rzutowy na mierniku w celu uzasadnie-
nia wprowadzenia operatora opisujacego wynikajaca z tego pomiaru zmiane stanu
uktadu mierzonego. Jak widaé, teoria pomiaru oparta o POVM nie zmienia fun-
damentalnych zasad mechaniki kwantowej, a kazdy uogélniony pomiar ostatecznie

sprowadza do pomiaru rzutowego wykonanego na uktadzie pomocniczym.

2.3 Pomiar ciggly

Bedziemy rozwaza¢ teraz dynamike uktadu mierzonego. Jak wspomniano, pomiar
z zasady jest oddziatywaniem z ”czyms$ bedacym na zewnatrz”, tzn. ze rozwazamy
fizyke uktadu otwartego. Wiadomo, ze ewolucja zamknietego uktadu kwantowego

zadana jest przez operator unitarny U(t,t’), tak ze
p(t') = Ut t)p()UT(t, V). (2.33)

Ewolucja ta jest lokalna w czasie, tzn. stan uktadu w chwili ¢t 4 dt zalezy wylacznie

od stanu w chwili £ — méwiac jeszcze inaczej, da si¢ zapisa¢ réwnanie rézniczkowe
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opisujace ewolucje. Jest to réwnanie von Neumanna

zhg? = [H, p)|. (2.34)
Jak wyglada uogoélnienie tych rownan dla uktadu otwartego? W poprzednim roz-
dziale argumentowaliémy, ze kazde fizyczne odwzorowanie kwantowe powinno by¢
opisane przez superoperator dziatajacy na stan, p — ®[p]. W szczegdlnosci musi to
wiec dotyczyé odwzorowania p — Ni[p] ewoluujacego uktad o t do przodu w czasie
(podkreslamy, ze interesuje nas jedynie przypadek t > 0, poniewaz interesujace nas
procesy w ogélnosci sa nieodwracalne). Dodatkowo, oprocz warunkéw stawianych

superoperatorom przedstawionym w rozdziale 2.2, zadamy aby:

1. NNy = Niys. Ten warunek powoduje, ze {N;} nazywane jest kwantowq pdl-

grupg dynamiczng.

2. Tr (Mi[p]A) byto ciagte w ¢ dla kazdego stanu kwantowego p i operatora her-
mitowskiego A. Przypomnijmy, ze jesli A jest obserwabla, oznacza to, ze jej

warto$¢ oczekiwana nie zmienia si¢ w sposob skokowy.

Warunki te sa rownoznaczne z "markowowskoscia”, tzn. opisang wyzej cecha ukta-
du, ktorego ewolucja jest lokalna w czasie. Lindblad oraz Gorini, Kossakowski i
Sudarshan [Lin76; VS76] udowodnili, ze dynamika takich uktadéw jest zadana przez
réwnanie rozniczkowe o postaci
9 _ —E[H, pl+> [CZ-,OC-T ! (clicip+ pC-TCiﬂ (2.35)
ot h - B ‘
Jest to stynne réwnanie Goriniego-Kossakowskiego-Sudarshana-Lindblada (w skro-
cie réwnanie GKSL lub Lindbladian), uogélniajace (2.34). Operatory C; nazywane
sa operatorami przeskoku (terminologia ta stanie si¢ jasna w dalszej czesci rozdzia-
tu). Wyznaczaja one nieodwracalne ”kanaly” kwantowe, jednak ich wybor nie jest

jednoznaczny i konkretny proces fizyczny moze by¢ opisany przy pomocy réznych
zbioréw {C;}.

Warto zauwazy¢, ze markowowskos$é, czyli "brak pamieci” nie jest cecha kazdego
uktadu otwartego. Moze zdarzy¢ sie na przyktad, ze jakas informacja o uktadzie zo-
stanie przekazana otoczeniu, a ono zwréci ja uktadowi z opdznieniem. Dlatego czesto
precyzowane sg fizyczne warunki oddziatywania uktadu z otoczeniem, a nastepnie
wyprowadzane jest z nich réwnanie (2.35). Znane sa réwniez w literaturze réwna-
nia master nie posiadajace postaci Lindblada. Jednak réwnania te, ze wzgledu na

ztamanie warunku dodatniodci, zawsze beda prowadzily dla niektérych stanow po-
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czatkowych pg do niedodatniej macierzy gestosci (czyli stanu niefizycznego). Dlatego
musza one zawsze by¢ jakim$ przyblizeniem. Stad nie wynika oczywiscie, ze kazde
rownanie GKSL gwarantuje rozwigzanie Sciste. Ostatecznie wiec dobér odpowiednie-
go rownania master zaleze¢ musi od szczegdtowych cech badanego uktadu. Nierzadko
wybor opisu markowowskiego podyktowany jest wzgledami pragmatycznymi — jego
analiza jest tatwiejsza i znane sg liczne schematy rozwigzan numerycznych. Ponizej

przedstawiamy jeden szczeg6lnie prosty i popularny algorytm.

2.3.1 Ewolucja funkcji falowej metodg Monte Carlo

Formalizm ten zostal zaproponowany przez Molmera, Castina i Dalibarda [DCM92].
Celem jest rozwiazanie (2.35). Algorytm generuje stochastycznie zbiér trajektorii
funkeji falowych |¢;(t)). Moga by¢ one rozumiane jako mozliwe pojedyncze realizacje
dynamiki w eksperymencie. Usrednienie po wielu trajektoriach [v;(t))(v(t)], jak

udowodniaja autorzy, w granicy daje rozwiazanie p(t) réwnania GKSL.

Przyjmujemy, ze w chwili poczatkowej mamy do czynienia ze stanem czystym |¢g) (o]
Jedli jest to stan mieszany Y- p;|v;) (5], poczatkowe funkcje falowe musza zostaé¢ do-
brane z czestosciami odpowiednimi do wag p;. Symulowany interwal czasowy po-
dzielony jest na kroki czasowe dt. Wprowadzamy niehermitowski Hamiltonian
th t
H=Hg — 5} ZC’i Ci, (2.36)
gdzie Hg oznacza hermitowski Hamiltonian uktadu zamknietego. W kazdym kroku

czasowym najpierw ewoluujemy funkcje falowa zgodnie z H:

9+ 1)) = e F o (0)) ~ (1~ - HONJ(0)) (2.31)

Poniewaz H nie jest hermitowskie, norma funkcji falowej nie jest zachowana, i mamy
(Dt + 68)[Y(t + 0t)) = 1 — 3, Op;. Interesuja nas wartosci p;, ktére zadane sq przez
wzOr

Opi = St(W(1)|CICi[ih(1)). (2.38)

Kluczowy zabieg polega na interpretacji tych wielkosci jako prawdopodobienstw prze-
skokow kwantowych. Zeby taka interpretacja miata sens, 5t musi by¢ na tyle mate,
aby >, p; < 1. Korzystajac z tego, w kazdym kroku czasowym decydujemy sie losowo

na jedng z opcji:
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1. Przeskok kwantowy. Z prawdopodobienstwem Jp; nastepuje przeskok powig-
zany z operatorem (. Funkcja falowa po tym kroku czasowym to:
Cili(t))

[W(t)) — [Cilas O] (2.39)

2. Brak przeskoku. Nastepuje to z prawdopodobienstwem 1 — Y, dp;, co powinno
mie¢ miejsce w wiekszosci krokéw. W tym wypadku normalizujemy obliczong

wczesniej, ewoluowang funkcje falowa:

[+ 1))

D) = sty

(2.40)

Poszczegdlne trajektorie sg wiec wynikiem cigglej dysypatywnej ewolucji, przerywa-
nej przeskokami w dyskretnych chwilach czasowych. Usredniajac po odpowiedniej
liczbie trajektorii, mozna uzyskaé zaleznos¢ wartosci oczekiwanej dowolnej obserwa-
bli (1)[A[¢))(t) od czasu. Bedzie ona zgadzaé si¢ z przewidywaniami wynikajacymi
z bezposredniego rozwigzania rownania GKSL. Jednak "fizyczno$¢” samych tra-
jektorii moze by¢ podana w watpliwos¢ — w koncu, jak wspomniano, dla kazdego
rownania GKSL istnieje cala rodzina mozliwych wyboréw C;, ktore generowaé beda,
rozne charakterystyki przeskokdéw. Rozumowanie takie ma stusznosé, jezeli uznajemy

rownanie master jako najbardziej fundamentalny opis dynamiki uktadu.

Taki "statystyczny” sposéb myslenia byt popularny zwtaszcza we wezesnych latach
mechaniki kwantowej. Mozna przeciwstawi¢ mu rozumowanie ”stochastyczne”: w
kazdym doswiadczeniu obserwujemy przeciez najpierw pojedyncze trajektorie. Ze
wzgledu na fundamentalnie niedeterministyczny charakter teorii podlegaja one z za-
sady losowym fluktuacjom. Jednak to ten ewoluujacy losowo stan kwantowy jest
za kazdym razem fundamentalnym opisem uktadu. Powinien by¢ wiec mozliwy opis
jego dynamiki bez odwolywania si¢ do wtérnego pojecia ”zespotu statystycznego”.
Przyktadem takiego opisu jest metoda MCWEF. Ogdlnie takie formalizmy badane sa
w ramach kwantowego rachunku stochastycznego. W nastepujacym rozdziale przed-

stawimy kilka wynikow tej dziedziny pod katem teorii procesu ciggtego pomiaru.

2.3.2 Stochastyczne réwnania ruchu

W poprzednim rozdziale przedstawilismy algorytm generujacy trajektorie kwanto-
we, ktore po usrednieniu po wielu realizacjach daja rozwigzanie zgodne z rownaniem
GKSL. Sprébujemy teraz sformalizowaé¢ te procedure numeryczna. Szukamy inkre-
mentu [ (t+dt)) — [1(t)), ktéry skrdtowo zapiszemy jako d|i(t)). W kazdym kroku
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czasowym z prawdopodobienstwem dp; nastepuje przeskok, czyli zgodnie z (2.39):

C;
Al (t)) jump = ZdN (m—l) [9(t)). (2.41)

7

Whprowadzilidmy tutaj skrotowa notacje (¢(t)]...[¥(t)) = (...) dla wartosci ocze-
kiwanej operatoréw, oraz symbol dN;(t). Jest to zalezna od czasu zmienna losowa

(w jezyku matematycznym: proces stochastyczny) zdefiniowana przez

AN, (t)AN;(t) = 6,dN;(t) (2.42)
E[dN;(t)] = dt(y(8)|CICi|w (1)) (2.43)

Pierwszy warunek oznacza, ze dla kazdego infinitezimalnego interwatu czasowego
co najwyzej jedno z dN;(t) jest robwne 1, a pozostale sa réwne 0. Jest to zgodne z
fizycznym wymogiem, aby przeskoki nastepowaly w dyskretnych chwilach w czasie.
Drugi warunek okresla czestos¢ przeskokow, ktéra w tym wypadku jest zadana przez
(2.38). Zdefiniowany w ten sposéb proces stochastyczny (tzn. losowy zbiér punktow
na osi czasu) nazywany jest procesem punktowym. Catka [3 dN;(t)dt zadaje catko-

wita liczbe przeskokéw C; do czasu t.

Opiszemy teraz inkrement funkcji falowej zwigzany z ewolucja pomiedzy przeskoka-
mi. Wiadomo, ze dla interwatu dt ten rodzaj ewolucji nastepuje z prawdopodobien-
stwem 1 — > dN;(t) i zadany jest zasadniczo przez (2.37). Poniewaz, jak wspomnie-
liSmy, te odwzorowanie jest nieunitarne, musimy dodatkowo zadba¢ o unormowanie.

Rozwinigcie (2.40) do wyrazéw liniowych w §t daje nam w ten sposéb

Oy = (1= SN (0) 052 (=11~ 5160 - (€10 1)
z (2.44)
Wyraz ten mozna jeszcze uprosci¢, uwzgledniajac ze wyrazy typu dN;dt daja tylko
infinitezymalnie maty wktad w dyskretnych punktach w czasie i przez to sa pomi-

jalne. Laczac (2.41) i (2.44) otrzymujemy

dl(t)) = ——H5|1/; Yt + Z[dl\f <<CO‘TO> — 1)

+ﬁ(@@g‘*ﬂhwm.@%>

Jest to tzw. stochastyczne réwnanie Schrodingera (ang. stochastic Schrédinger equ-

ation, SSE). Warto wspomnie¢, ze (2.45) nie jest jedynym stochastycznym réwna-

niem, ktérego rozwiazania po usrednieniu sg zgodne z réwnaniem GKSL (2.35).
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W rzeczywistosci istnieje nieskonczona liczba takich réwnan, zwanych w literaturze
unravellings [Chr+22]. Obok zapisanego wyzej réwnania skokowego popularne jest

takze rownanie dyfuzyjne [GP92]
A0 =~ Hshb(O)de + 5 3[(Cs = (C) &l0)+
(2(ChCi = C1C: — (CINED) di| o). (2.46)

W miejsce dyskretnej zmiennej losowej dN;(t) wstepuje tutaj zespolony szum gaus-

sowski &;(t), z niezalezna rzeczywistg i urojona czescia, spelniajacy warunki

E[Rel&: ()] Relg;(1)] = E[Im[&;(¢)] Im[&;(t)]] = it (2.47)
E[&(t)] =0 (2.48)
E[Rel&;(t)] Im[¢;(£)]] = 0 (2.49)

Zdefiniowany w ten sposob proces stochastyczny generuje ciggte trajektorie. Réznice
miedzy trajektoriami z (2.45) 1 (2.46) sa widoczne na pierwszy rzut oka. Latwo
si¢ jednak przekonaé, ze w obu przypadkach po usrednieniu otrzymujemy ewolucje
zadang przez réwnanie master, tzn. E[d|)d(y|] = pdt. Znane sa réwniez modele
mieszane, przeskokowo-dyfuzyjne. Nie istnieje wiec jedno stuszne SSE — jego wyboér
zalezy od fizycznych wtasciwosci uktadu oraz sposobu oddziatywania z otoczeniem

lub instrumentem pomiarowym.



Rozdziat 3

Model wielokrotnego pomiaru
polozenia i pedu czastki

kwantowej

Wstep

W tym rozdziale przedstawimy wyniki zwigzane z pewnym szczeg6élnym modelem
wielokrotnego pomiaru potozenia i pedu czastki kwantowej. Jest on opisany przez
operatory przeskoku C; ktore sg proporcjonalne do operatoréw rzutujacych na stany
gaussowskie o okreslonym potozeniu i pedzie. Wygenerowane za pomoca metody
MCWEF trajektorie postuza nam do obszernej analizy statystycznej szeregu scena-
riuszy okreslonych przez liczbe i rozmieszczenie detektoréow, czestotliwosé pomiaru
oraz zewnetrzny potencjat. W celu porownania przedstawimy réwniez jeden z alter-

natywnych modeli pomiaru znanych w literaturze.

3.1 Operatory przeskoku

Naszym modelowym uktadem jest pojedyncza czastka kwantowa w zewngtrznym
potencjale:

Hg = 27171132 + V(z) (3.1)
Czastka obserwowana jest przez detektory a;;, ktére sa w stanie zmierzy¢ jej potoze-
nie i ped. Chcemy aby pomiar byt ostry, tzn. aby w jego wyniku czastka znajdowata
sie w stanie czystym. Ponadto naturalnie zadamy, aby stan po pomiarze w jakis

sposob odzwierciedlal jego wynik x;, p;. Oczywiscie nie istnieje kwantowy pomiar

46
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jednoczesnie okreslajacy ped i potozenie z dowolng doktadnoscig. Mozliwe sg na-
tomiast stany kwantowe, ktorych wartosci oczekiwane dla operatoréw potozenia i

pedu odpowiadaja ”wynikom” naszego pomiaru:

zi = (Vi | X |¢ig) (3.2)
pj = (Vi Plij), (3.3)

i ktore posiadajg jakie$ niepewnosci AX i AP w tych zmiennych, tzn.

AX? = (1| X? — 2 |iy;) (3.4)
AP? = (9| P* = pi[abz)- (3.5)

W naszym wyidealizowanym scenariuszu przyjmujemy, ze niepewnosci te minimali-

zuja zasade Heisenberga:
h

AXAP = 7 (3.6)
Stanami, ktére speliaja wszystkie wymienione powyzej warunki, sg funkcje gaus-
sowskie: ( ’
1 T — x; 1
CYZ']‘(-T) = <x‘aij> = WGXP [_W + hpjx]. (37)

W przestrzeni pedéw ten stan zadany jest przez transformate Fouriera:

2 2 ;
ay;(p) = (playy) = @T;)i\/fexp [—22(? —p;)* + %l’z(p - Pj)] : (3.8)
Rozrzut polozen i pedéw w tym stanie to odpowiednio AX = o i AP = h/20. W na-
szej pracy przyjmujemy bezwymiarowe jednostki (A = 1). Podobnie jako jednostke
masy przyjmujemy mase czastki m = 1 (por. (3.1)). Problem swobodnej czastki nie
wyréznia zadnej skali dtugosci. Natomiast w modelu czastki monitorowanej przez
detektory naturalnymi skalami dlugosci sg rozdzielczos¢ detektoréow o i ich odle-
glos¢ d (patrz nizej). W naszej pracy jednostke dtugosci ag wybieramy tak, aby
o/ag = 1/+/2. Dzieki temu szerokosé funkcji falowej w reprezentacji potozen (3.7) i
pedéw (3.8) bedzie miata numerycznie te sama warto$¢. Wybér tych trzech jedno-
stek wyznacza, w jakich jednostkach mierzymy wszystkie inne wielkosci fizyczne. Na

przyktad (bezwymiarowa) jednostka czasu w naszych rachunkach jest 7o = mao?/h.

Wréémy teraz do definicji podstawowych wielkosci naszego modelu. Aby stan po
pomiarze byt funkcjg (3.7), operatory pomiaru C;; powinny by¢ proporcjonalne do

operatoréw rzutowych:

Cij = Vijlaij) (o] (3.9)



48 ROZDZIAL 3. WIELOKROTNY POMIARU POLOZENIA 1 PEDU

Utozsamiamy Cj; z operatorami przeskoku wystepujacymi w stochastycznym réw-

naniu Schrodingera (2.45). Dynamika naszego ukladu jest wiec zadana réwnaniem:

idi; Qi (P — qij()|vig) i
A1) = 30 ANy (1) (9 Olag) — [())+ot (vij’ O = auldloy) _ hHS|¢(t)>>
]
(3.10)
WhprowadziliSmy tutaj przekrycie (ang. overlap) funkeji falowej czastki z detektorem

]aij>

ij(t) = (ayl¥(t)). (3.11)

¢i; jest nieistotna w praktyce (przynajmniej w przypadku pojedynczej czastki, cze-
go dotyczy ta praca) faza, ktéra funkcja falowa nabiera w przypadku przeskoku.
Natomiast dN;;(t) jest zdefiniowane analogicznie do (2.42) i (2.43):

dNyj(t)dNyji(t) = 04650 dNy;(t) (3.12)
E[dNy;(t)] = 7i;6t]qi;|* = 0pij- (3.13)

W przeciwiefistwie do ogélnego przypadku przyjmujemy od teraz, ze wielkosci v;; =
7 sg jednakowe dla wszystkich przeskokéw C;;. Liczba v stanowi kluczowy parametr
naszego modelu, opisujacy ”intensywnos¢”, z jaka monitorowana jest czastka. Po-
nadto przyjmujemy, ze zdefiniowane wg. (3.7) detektory tworza regularng siatke w

przestrzeni fazowej, tzn. ze mozliwe wyniki pomiaru sg dyskretne:

T =i d, (3.14)
pj =7 dp, (3.15)

gdzie 7 1 j sg liczbami catkowitymi. d, i d), sa odlegto$ciami miedzy dwoma sasiedni-
mi detektorami i stanowia kolejne parametry charakteryzujace konkretng realizacje
naszego modelu. W ramach niniejszej pracy interesuje nas sytuacja, w ktoérej poto-
zenie i pomiar mierzone sg "z jednakowg doktadnoscia”. Dlatego wykorzystujac wy-
zej zdefiniowane bezwymiarowe jednostki, przyjmujemy, ze odleglosé sasiadujacych
detektoré6w w przestrzeni polozen i pedéw jest identyczna: d = d, = d,. Fizycz-
nie oznacza to, ze stosunek odlegtosci miedzy dwoma sasiadujacymi detektorami
do szerokosci ich funkcji falowych jest taki sam w przestrzeni potozen i peddéw:
dy;/AX =d,/AP = V2d. W ten sposéb ograniczylismy liczbe swobodnych parame-

tréw naszego modelu do dwoch: v i d.
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Dodajemy w tym miejscu, ze powyzszy model daje sie trywialnie uogélni¢ do wyz-

szych wymiaréw — wystarczy zastapi¢ funkcje o;;(z) przez

1 (x — x;3)?

W exXp | — 40_2 + ZpJ X, (316)

aij(x) =
gdzie x jest wektorem d-wymiarowym, a potozenia detektoréw w przestrzeni fazowej
s oznaczone przez wektory (x;j, pj). Uogélnienie do wyzszych wymiaréw znacznie
utrudnia obliczenia numeryczne i nie prowadzi do znaczacych réznic w kwestii zja-
wisk opisanych w tej pracy. Stad przewaznie ograniczamy si¢ do rachunkéw jedno-

wymiarowych.

Warto zauwazy¢, ze pomimo iz operatory Cj; sa rzutowe, zdefiniowany wyzej mo-
del ciaglego pomiaru czastki nie jest tozsamy z losowym wykonywaniem przedsta-
wionego w rozdziale 2.1 zwykltego pomiaru rzutowego. Zaproponowane rownanie
uwzglednia efekt cigglej obserwacji — czastka oddziatuje z otoczeniem detektordw
takze pomiedzy przeskokami, co prowadzi do nietrywialnej ewolucji: ze wzgledu na
zaleznos¢ od ¢;;(t) (3.10) jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym. Nietrywialna
2

ewolucja |¢(x,t)|* jest zobrazowana na wykresie 3.1.

Glownym przedmiotem kolejnych rozdziatow bedzia analiza trajektorii zgodnych z

(3.10) i wygenerowanych za pomoca metody MCWF przedstawionej w rozdziale

2.3.1. Jak wyjasniono w tamtej czesci, usrednienie po wielu trajektoriach |¢)(|(t)
daje macierz gestosci p(t) uzyskana z odpowiedniego réwnania GKSL. Nie bedzie-
my z niego bezposrednio korzysta¢, ze wzgledu na powszechnosé tego formalizmu
podajemy je jednak dla kompletnosci:

dp 0 1

5 = s A+ v {|aij><aij|/)|aij><%| = 5 (laig){aislp + plaig){ayl) | (3.17)

ij

Wystepujaca tu wielkosé (a;|p(t)|ay;) bedzie réwniez kluczowa w naszej procedurze
numerycznej — uwzgledniajac zatozenie, ze w poszczegolnych realizacjach przez caty
czas pracujemy ze stanem czystem p = |1)(¢|. Zgodnie z MCWF, w kazdym kroku

czasowym 0t musimy obliczy¢ prawdopodobienstwa przeskoku, zadane przez

0pij = yot{ai [ () (W (1) ais) = voilaiy (3.18)

Ta wielko$¢ moze sie kojarzy¢ z reprezentacja @) stanu kwantowego p (zwana réwniez

reprezentacja Husimiego) zdefiniowana przez

Q) = —{alpla), (3.19)
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Rysunek 3.1: Ewolucja funkcji falowej czastki kwantowej w dwoch wymiarach, oto-
czonej siatka detektoréw zaznaczonych przez czerwone punkty. W przeciwienstwie
do zwyczajnej dysypacji kwantowej, funkcja falowa skupia sie takze wokot sgsiednich
detektorow. Przedruk za zgoda rys. 1 z F. Gampel, M. Gajda; Phys. Rev. A 107,
012420, 2023. Copyright (2023) American Physical Society.
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gdzie a jest dowolnym stanem koherentnym. Funkcja Q(«) reprezentuje dowolny
stan kwantowy, poniewaz stany koherentne stanowia (nadzupelna) baze przestrze-
ni Hilberta. Jest to czesto wykorzystywane m.in. w optyce kwantowej. Wida¢, ze
wprowadzony wyzej zbiér |¢;;|* moze by¢ postrzegany jako zdyskretyzowana repre-
zentacja Husimiego stanu kwantowego czastki, lub odwrotnie, ze w granicy nieskon-
czenie gestych detektoréw d — 0, tzn. gdy |a;;) jest dowolnym stanem koherentnym,

otrzymujemy funkcje Husimiego.

Granica gestych detektoréow

Chcemy zauwazy¢ w tym miejscu, ze w granicy d — 0 mozliwe jest istotne uprosz-
czenie problemu. Granica ta jednak jest tylko fizyczna przy jednoczesnym v — 0,
tak ze iloraz v/d> = const. W przeciwnym razie catkowite prawdopodobienstwo

przeskoku w kroku czasowym dt, zadane przez:

> pig =0ty gy, (3.20)
Y

~ ﬁét/ (] a)[2d2a (3.21)

- ZTZ&, (3.22)

dazyloby do nieskoriczonosci. Jak zobaczymy poézniej, wspoétezynnik v/d? zadaje
tzw. stala dyfuzji. Jak widzimy, w granicy gestych detektoréw, catkowite prawdo-
podobienstwo przeskoku jest state w czasie. Uproszczone stochastyczne rownanie

Schrodingera (3.10), wykorzystujac definicje (3.19), przyjmuje postaé:

Aps(0) = [ NL(8) (o) — o0) o 370t (1= [ QUala)dar) oty Hufut)
(3.23)

3.2 C(Czastka swobodna

Zbadamy teraz przypadek, dla ktérego w (3.1) V(z) = 0, tzn. przypadek czastki swo-
bodnej. Bedziemy przy tym przechodzili stopniowo od uktadu mozliwie najprostsze-
go, tj. od czastki monitorowanej przez pojedynczy detektor, przez przypadek dwodch

detektorow, az do czastki obserwowanej przez siatke nieskonczenie wielu miernikéw.

3.2.1 Jeden detektor

Scisle zwigzany ze szczegdlng rola pomiaru w mechanice kwantowej jest tak zwany

efekt Zenona. Polega on na tym, ze czesty lub staty pomiar uktadu kwantowego
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prowadzi do spowolnienia lub ”zamrozenia” jego dynamiki [MS77]. Zjawisko to zo-
stato zaobserwowane m.in. w szeregu eksperymentéw z zimnymi atomami [Ita+90;
FGRO1; Lei+03]. Wiadomo jednak, ze zaleznie od charakterystyki uktadu i parame-
tréow pomiaru, mozliwe jest tez zachowanie przeciwne — w wyniku obserwacji stan
kwantowy moze np. szybciej przejs¢ ze stanu niestabilnego do stabilnego. Takie przy-
padki przyspieszonej ewolucji nazywane sa anty-efektem Zenona [LR00]. Zamierza-
my zatem zbadac, czy czesty pomiar wg. proponowanego tutaj modelu doprowadzi

do ktoéregos$ z tych zjawisk.

Rozwazamy przypadek jednego detektora w x = 0 ktory jest w stanie zmierzy¢
niezerowy ped p = pg. Ma on najwigksze prawdopodobienstwo wykrycia czastki,

ktora
1. znajduje si¢ w podobnym potozeniu x ~ 0 oraz
2. ktérej ped p o m%lm[wvw] jest bliski pedowi mierzonemu p >~ py.

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze na poczatku czastka znajduje sie w stanie |oy =
(0,p0)). Ewolucja przebiega nastepujaco: Czastka oddala sie z predkoscia po/m od
detektora. Po pewnym losowym czasie powinna zosta¢ jednak przez niego ztapana,
co sprawi ze powroci ona do punktu stanu poczatkowego. Spodziewamy sie, ze proces
ten moze powtorzy¢ sie kilka lub wiele razy. Pytanie brzmi, czy czastce ostatecznie
uda sie "uciec” od detektora, tzn. znalezé¢ sie na tyle daleko, aby prawdopodobien-
stwo kolejnego pomiaru byto pomijalne, i jesli tak, po jakim czasie nalezatoby sie

spodziewaé tej ucieczki.

Na poczatek zapiszemy stochastyczne réwnanie rozniczkowe, wyznaczajace dynami-

ke czastki:

d6(0) = ANl o) [o(0) + 1 (5 oMM fealbloa) _ Ly o)

(3.24)

Przed pelng analiza problemu rozwazymy przypadki graniczne.

Przypadki graniczne

Przypomnijmy, ze prawdopodobienstwo ztapania w infinitezymalnym interwale cza-
sowym 0t zadana jest przez (3.18). Bardziej praktyczne jest rozwazanie zmiennej w
czasie intensywnosci kliknie¢ A\, (t) w danej realizacji p, zdefiniowanej przez

op

Ault) = - = Yl{aolt () (3.25)



3.2. CZASTKA SWOBODNA 53

Dla krotkich czasow stan czastki nie zdazyt jeszcze odbiec znaczaco od stanu po-
czatkowego |ap). Mozemy wtedy przyblizy¢ intensywnosé¢ przez A, ~ 7. Widzimy,
ze parametr v kontroluje czestosé tapania czastki przez detektor. Jego odwrotnosé
7 =1/~ ma wymiar czasu i stanowi pierwsze przyblizenie tego, kiedy mozemy spo-

dziewaé si¢ ponownego pomiaru.

Sprecyzujmy, pod jakimi warunkami takie przyblizenie jest stuszne. To, jak szybko
stan |1 (t)) odbiega od |ay), scharakteryzowane jest przez dwie skale czasu. Pierwsza
z nich to 7 = mo/py, gdzie o to szerokos¢ funkcji falowej ap(x) (por. (3.7)) i
okresla czas, po jakim klasycznie biegnaca czastka opusci obszar ”obserwowany”
przez detektor. Druga 7o = 2mo?/h jest czasem charakterystycznym rozptywania
sie paczki falowej ze wzgledu na dyspersje kwantowa. Y.aczac oba warunki, mozemy
powiedzie¢ ze dla czaséw

t < min(ry, 72) (3.26)

funkcja falowa czastki jest wciaz dosé podobna do stanu detektora i nie zdotata sie

zbytnio od niego oddali¢.

Powyzsze oszacowania nie uwzglednity oddziatywania czastki z detektorem, czy-
li pominigte zostaly wyrazy proporcjonalne do v w (3.24). Przyblizenie to jest z
pewnoscig prawidtowe dla t < 1/v. Mozna rozwazy¢ jeszcze granice przeciwng —
scenariusz, w ktérym dominuje efekt obserwacji. Zachodzi on, gdy hermitowski Ha-

miltonian Hg w (3.24) jest pomijalny, tzn.
A 2
<, (3.27)
m

Pomijajac Hg, analityczne rozwiazanie problemu staje sie trywialne. Zgodnie z pro-
cedura MCWF (por. (2.36)), pomiedzy przeskokami stan kwantowy ewoluuje zgod-

nie z niechermitowskim Hamiltonianem
1
Hy = —|ao) (avl, (3.28)

przy czym nalezy go jeszcze normalizowaé. Zaktadajac stan poczatkowy [¢(0)) =
lag), dostajemy
[¥(t)) ~ e7""ag) ~ |a). (3.29)

Widzimy wiec, ze w granicy intensywnej obserwacji stan |ag) jest stacjonarny. W tej
granicy intensywno$¢ klikania jest stala w czasie i rowna ~. Taki ciagg dyskretnych

losowych zdarzen w czasie nazywany jest procesem Poissona. Rozktad prawdopodo-
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bienstwa czaséw pomiedzy kliknieciem jest wyktadniczy:
fr(t) = e, (3.30)
natomiast prawdopodobienstwo dokonania n obserwacji w czasie t wynosi

Prapt(n) = W&‘“ (3.31)

Przyjrzymy sie teraz przypadkowi dowolnie dtugich czaséw, w ktorym zadna ze

sktadowych ewolucji nie jest pomijalna.

Przypadek ogdlny

W przypadku ogélnym intensywnosé¢ A,(t) procesu przeskakiwania do stanu de-
tektora |ap) jest zalezna od czasu (por. (3.25)). Poniewaz zalezy ona od losowych
momentow przeskoku, jest to wielko$é stochastyczna, rézna w kazdej realizacji, co
oznaczamy przez indeks p. Oznaczamy teraz przez A(t) intensywnosé ztapania czast-
ki przez detektor przy zalozeniu, ze w chwili ¢ = 0 czastka byla w stanie |ag), oraz
ze nie byto Zadnych przeskokow do czasu t. Jest to wiec uniwersalna funkcja charak-

teryzujaca ten proces stochastyczny.

Wracajac do naszego pytania, oczywistym warunkiem koniecznym, aby czastka mo-

gla uciec od detektora jest
lim A(t) = 0. (3.32)

=00
Rachunki numeryczne potwierdzaja, ze warunek ten jest speliony dla dowolnych
v. Zaktadajac zupetny brak przeskokéw w danej realizacji, opisany tutaj scenariusz
jest tozsamy z niejednorodnym procesem Poissona (NPP) z intensywnoscia A(t).
Wiadomo, ze dla NPP prawdopodobienstwo braku zdarzen w interwale [0, ] jest

zadane przez wzor

P(N =0) =0, (3.33)
gdzie wprowadziliSmy

A= | At (3.34)

Oznacza to, ze prawdopodobienstwo natychmiastowe]j ucieczki czastki od detektora
(bez choc¢by jednokrotnego ztapania przez detektor) uzyskamy przez obliczenie (3.33)

w granicy t — 00, co symbolicznie oznaczamy przez

Py = e A, (3.35)
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gdzie Ao = [ A(t')dt'. Rozwazmy teraz scenariusz, w ktérym czastka jest ztapana
jeden raz po czasie t', w wyniku czego wraca do stanu poczatkowego, a nastepnie po-
nownie ucieka od detektora. Niech calo§¢ ma miejsce na interwale [0, 7], a moment
przeskoku nastgpi w infinitezymalnym kroku czasowym dt’. Wtedy prawdopodo-

bienstwo tego procesu zadane jest przez
e MONdt e AT, (3.36)

Jezeli czastka ma by¢ ztapana tylko raz, a nastepnie uciec dowolnie daleko od detek-

/ . .7
A=) mozna zastapi¢ przez

tora, musimy wzia¢ granice 17" — oco. Wtedy wyraz e
e~A~ = Py. Ponadto, jedli zaktadamy ze przeskok moze nastapi¢ w dowolnej chwili ¢,
nalezy scatkowaé powyzsze wyrazenie po tej zmiennej. Wynikiem takiego rachunku
jest

P =P - R). (3.37)

Analogiczne rozumowanie pozwala nam obliczy¢ prawdopodobienstwo scenariusza
w ktorym czastka jest lapana dwukrotnie zanim ucieknie od detektora. Zaktada-
my wtedy czasy zlapania t’ i t” ktére maja miejsce w interwale [0, 7]. Bez utraty
ogblnosci przyjmujemy, ze t' znajduje sie w interwale [0,7] a t” w [t/,T]. To za-
daje nam granice podwéjnej calki po wyrazie analogicznym do (3.36). Jako wynik
otrzymujemy

Py, = Py(1 — Py)*. (3.38)

W ogélnym przypadku (tj. n ztapan a nastepnie ucieczka) prawdopodobienstwo
Wynosi

P, = Py(1— Py)". (3.39)

Powyzsze rownanie to rozktad geometryczny. Jego warto$¢ oczekiwana
<Nclick> - ero - 1; (340)

to srednia liczba ztapan, ktéra nastapi przed ucieczka. Rozwazmy teraz sredni czas
pomiedzy kolejnymi kliknigciami. Ze wzgledu na powtarzalny charakter procesu, jest
on tozsamy ze Srednim czasem do pierwszego klikniecia (77). Rozklad tej zmiennej

jest znany z teorii niejednorodnego procesu Poissona
fr, = Mt)e 0, (3.41)
Oznacza to, ze $redni czas pomiedzy kliknieciami to

(ﬂ)z%ﬁtﬁﬂﬂﬁ. (3.42)
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Rysunek 3.2: Czas ucieczki od pojedynczego detektora T,,.. Linia niebieska przedsta-
wia czas ucieczki jako funkcje intensywnosci pomiaru v, zaktadajac predkosé czagstki
v = 2. Linia pomaranczowa oznacza czas ucieczki jako funkcje v (skala znajduje sie
u gornej osi ilustracji) dla statego v = 15. Przedruk za zgoda rys. 5 z F. Gampel,
M. Gajda; Phys. Rev. A 107, 012420, 2023. Copyright (2023) American Physical
Society.

Pozwala nam to oszacowaé $redni czas ucieczki: jest to srednia liczba powrotow do

detektora pomnozona przez $redni czas miedzy dwoma powrotami, T,s. = (Neicr ) (T1):
T..= (D - 1) / IA(E)e A gt (3.43)
0

Wykres 3.2 przedstawia T, jako funkcje parametru v oraz predkosci vg = po/m,
powiazanej ze stanem |ag = (0,pg)) na ktéry rzutuje detektor. Wyniki te zostaty
uzyskane przez numeryczne obliczenie funkcji A(¢) dla réznych par (v, v) a nastep-
nie wyznaczenie powyzszej catki. Zaleznosé¢ czasu ucieczki od « jest w przyblizeniu
liniowa: im intensywniejszy pomiar, tym wigcej czasu zajmuje ucieczka. Na podsta-
wie obliczen numerycznych stwierdzamy, ze czas ucieczki skaluje sie jak Tpse ~ 1/0",
gdzie wyktadnik x lezy miedzy 2 a 3. Im wicksza predkosé, jaka czastka ma z po-

czatku (lub po ztapaniu), tym krotszy czas ucieczki.

3.2.2 Dwa detektory

Rachunki w poprzednim rozdziale dazyty do odpowiedzi na pytania o "ucieczke”
czastki od detektora, rozumianej jako sytuacja w ktorej czastka oddali sie na do-
wolnie duzg odlegto$¢ od jego potozenia. W przypadku wiecej niz jednego miernika

praktyczniejsze staje si¢ jednak pytanie, kiedy czastka od detektora o w punkcie
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wyjscia dostanie si¢ do jego najblizszego sgsiada (3. Dlatego w tym miejscu przed-

stawimy krotka analize czastki monitorowanej przez dwa detektory.

Na poczatek rozwazymy znow rozwigzywalny analitycznie przypadek graniczny, kto-
ry pozwoli nam uzyska¢ pewng intuicje odnosnie dynamiki uktadu. Niech detektory
maja potozenia o = (z = 0,pp = 0) i f = (x = d,py = 0) w przestrzeni fazowej.
To znaczy, ze sa oddalone o dystans d, a czastka ma zerowy lub pomijalnie ma-
ty ped. Ponadto zakltadamy wysoka intensywnos¢ obserwacji v. W nastepujacych
rachunkach « i § oznaczaja detektory, a |a) i |3) stany czastki po detekcji przez
jednego z nich. Zgodnie z procedura MCWF uktad miedzy przeskokami ewoluuje z

Hamiltonianem .
vy
H == (labtal + 1931 (3.41
Zaktadamy stan poczatkowy |1)(0)) = |a). Dla (nienormalizowanego) stanu po czasie
t otrzymujemy

ct _at eyt
o) = e smh%W), (3.45)

gdzie wprowadzilismy ¢ = («|3). Jak w poprzednim rozdziale, kluczowym elementem

eyt

e ) = e % cosh 5

analizy sa funkcje A\, (t) i A\s(¢), ktére opisuja intensywnosé przeskoku do a i 3 pod
warunkiem braku przeskoku do czasu t. Wystarczy normalizowaé (3.45) i policzy¢

przekrycia ze stanami detektorow:

2
—q t 1 t
M(f) = [{a|e=Ht|ar) |2 _ (cosh i |c| sinh to) (3.46)
“ e~ | ar) ||? COSh% — sinh?—g ’ '
2
—iHt| ) |2 c|cosh + — sinh -
)\B(t) _ ,Y‘(ﬁ’e |O‘>’ _ ’7(| | ZIO : 2:0) , (3.47)
[le=#t ) |]2 cosh £ — sinh 3

WhprowadziliSmy tutaj charakterystyczny czas to = 2/7v|c|. Parametr przekrycia ¢ ~
exp(—d?/4) dla duzych odlegltoéci migdzy detektorami szybko staje si¢ bardzo maty.
to daje nam pierwsze oszacowanie czasu przejscia z detektora o do 5. Funkcje A, (t)
i Ag(t) przedstawione sa na rysunku 3.3. Wykresy te wskazuja na dwie interesujace
cechy problemu: po pierwsze, dla dtugich czasow A, (t) i Ag(t) zbiegaja do tej samej
wartosci. Oznacza to, ze jesli w ramach konkretnej realizacji przez dluzszy czas
(t > to) nie zaobserwowalismy detekcji, mozemy spodziewaé sie jej kolejnym razem
z réwnym prawdopodobienstwem w o i 3. Po drugie, widzimy ze Ag(t) zawsze ma
minimum, ktére jednoczesnie jest miejscem zerowym. Punkt ten zadany jest przez

réwnanie |c|cosh - — sinh & = 0, ktére zawsze ma rozwiazanie poniewaz |c| < 1.
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Rysunek 3.3: Zaleznos¢ czasowa %%“ = [(ale™"a) > = JAa (g6rne niebieskie linie)
i %%ﬁ = |(Ble”"|a)|?* = %)\g (dolne pomaranczowe linie) intensywnosci ztapania
czastki przez detektor a lub 3, dla stanu poczatkowego |¢(0)) = |a), zaktadajac
brak przeskokow w miedzyczasie. Przedruk za zgoda rys. 4 z F. Gampel, M. Gajda;

Phys. Rev. A 107, 012420, 2023. Copyright (2023) American Physical Society.

Wymnosi ono
tg = toartanh(|c|). (3.48)

Jest to moment, w ktérym mozemy by¢ pewni braku detekcji w 3.

Bardziej Scista odpowiedz na pytanie, kiedy czastka pojawi sie w 3, umozliwi nam
analiza analogiczna do tej z poprzedniego rozdziatu. Wprowadzamy najpierw in-
tensywnos$¢ detekeji w dowolnym detektorze A(t) = Ao (t) + Ag(), oraz jej calke
A(t) = J3 A(#)dl'. Rozwazamy najpierw proces, w ktérym przez czas t mamy brak
kliknie¢, po czym nastepuje klikniecie od razu w 3 w interwale dt. Jezeli nastepnie
przyjmiemy, ze nie interesuje nas konkretny czas tego klikniecia, a jedynie catkowite

prawdopodobienstwo scenariusza, musimy scatkowaé¢ wyrazenie po t:
Py = / As(t)eAOgy (3.49)
0

Jak tatwo udowodni¢, zdarzenie przeciwne o prawdopodobienstwie 1 — P3 w tym

wypadku jest réwne prawdopodobienstwu, ze detekcja nastapi w a:

1 - Py=P, = / WOCr (3.50)
0
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Sa to jedyne dwie mozliwosci, tzn. nie jest mozliwa ”ucieczka” od obu detektorow jak
w rozdziale 3.2.1, poniewaz w Hamiltonianie (3.44) wykluczyliSmy czesé kinetyczna
P?/2m. Powoduje to, ze dynamika jest ograniczona do dwuwymiarowej przestrzeni
Hilberta rozpietej przez |a) i |3) (por. (3.45)). Niezaleznie od tego, ogdlne prawdo-
podobienstwo P, znalezienia czastki w stanie 3 po n przeskokach cofajacych ja do

a jest znow zadane przez rozktad geometryczny
P, = Ps(1 — P3)" (3.51)

Pozwala nam to przepisa¢ wszystkie wyniki z rozdzialu 3.2.1: $redni czas miedzy

kolejnym powrotem czastki do a to
(T.) = / (e 2Ot (3.52)
0

Podobnie $redni czas dla klikniecia w detektorze [ nastepujacego po kliknieciu de-

tektora « to
(Ty) = / ts(t)e 20, (3.53)
0

Srednia liczba powrotéw czastki do « to
(Neick) = — — 1. (3.54)

Pozwala nam to zapisa¢ szacowany czas przejécia do 3:

Toge = (1 — 1> /OO tha(t)e 2O at + /oo ths(t)e 2Oat (3.55)
Pg 0 0
Pierwszy wyraz w tej sumie to czas spedzony na powrotach czastki do «, a drugi
(zazwyczaj pomijalny) to czas $rednio potrzebny aby przej$é z a do . T typowo
jest znaczaco wickszy od wprowadzonego wczesniej charakterystycznego czasu i,
ktory nalezy traktowaé raczej jako dolng granice interesujacego nas przejscia z «
do . Warto zauwazy¢, ze po ztapaniu w [ caly proces powtarza sie, przy czym
we wszystkich powyzszych rownaniach « i § zamieniajg sie rolami. Jest to tzw.

zamienny proces odnowy (ang. alternating renewal process).

Powyzsze rachunki wykonane byty przy zatozeniu pomijalnej energii kinetycznej
czastki. Przedstawiony schemat jest jednak na tyle ogdlny, ze mozna go zastosowac
w przypadku bardziej skomplikowanych Hamiltonianéw, np. wigkszej liczby detekto-
réw albo dopuszczajac czton P?/2m. Oczywiscie nalezy si¢ spodziewaé, ze uzyskanie

analitycznej postaci jak w (3.46) i (3.47) stanie sie wtedy bardzo trudne lub niemozli-
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Rysunek 3.4: Statystyka detekcji dla czastki monitorowanej przez dwa detektory a =
(x=0,p=05)1 0= (x=>5p=>5). Stan poczatkowy czastki to |a) a intensywnos¢
pomiaru wynosi v = 1. Niebieska krzywa przedstawia $rednie potozenie czastki
zgodnie z wynikami pomiaréw. Szary histogram oznacza catkowita normalizowang
czestotliwos$é kliknigé. Przedruk za zgoda rys. 7 z F. Gampel, M. Gajda; Phys. Rev.
A 107, 012420, 2023. Copyright (2023) American Physical Society.

we. Numeryczne wyznaczenie tych funkcji jest jednak stosunkowo tatwe, co pozwala

na wykorzystanie wszystkich pozostatych podanych tu wzordw.

Na koniec tego rozdzialu przedstawiamy wynik numeryczny uzyskany za pomoca
symulacji wielu trajektorii metodg MCWF. Zaktada on Hamiltonian z cztonem kine-
tycznym oraz dwa detektory w polozeniach « = (z =0,p=5)i = (x =5,p =5).
Dla kazdej z trajektorii czastka poczatkowo znajduje sie w stanie |a). Poza tym
przyjmujemy intensywnos¢ pomiaru v = 1. Na rysunku 3.4 niebieska krzywa przed-
stawia "srednie polozenie” czastki jako funkcje czasu. Zostata ona obliczona jako
srednia pomiaréw w matych przedziatach czasu, uwzgledniajac pierwsza, czyli po-
tozeniowa, sktadowa kazdego pomiaru. Szary histogram w tle oznacza czestotliwosé
kliknie¢ jako funkcje czasu. Jest to po prostu normalizowana catkowita liczba klik-

nie¢ w kazdym interwale czasowym.

Jak wida¢, srednie potozenie czastki znaczaco odbiega od klasycznej trajektorii, tj.
prostej linii. Z poczatku (t < 0.5) czastka mierzona jest wylacznie w «, stad jej
srednie potozenie wynosi 0. Z czasem coraz wigksza liczba pomiarow odpowiada
kliknieciu w (3. Proces ten jest "nieodwracalny” ze wzgledu na niezerowa predkos¢

jaka ma paczka falowa w kazdej chwili. Catkowita czestosé detekeji ma minimum
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okoto t = 0.5. Wynika to stad, ze w wiekszosci przypadkéw funkcja falowa czastki

nie ma wtedy znaczacego przekrycia z zadnym z detektorow.

3.2.3 Szereg detektorow

Wracamy teraz do ogdlnego scenariusza przedstawionego u poczatku rozdziatu 3,
tzn. czastki monitorowanej przez nieskonczony szereg rownomiernie rozmieszczonych
detektorow. Przypomnijmy, ze wielko$¢ d oznacza odlegtos¢ miedzy sasiadujacymi
detektorami w przestrzeni potozen i pedow. Najpierw rozwazymy przypadek rzadko
rozmieszczonych detektoréw, tzn. d > o, gdzie o jest szerokoscia stanu detektora
a;j(x) (por. (3.7)), poniewaz ujawnia on najbardziej ré6znorodng dynamike. Rozwa-
zamy czastke o niezerowym pedzie poczatkowym, ktéry moze sie zmieni¢ w wyniku

przeskoku. Ponownie wprowadzamy amplitudy przeskoku

Xi(t) = Kaule™ o) (3.56)

J
gdzie |ag = (0, po)) jest stanem poczatkowym a |o; = (xo+id, po+jd)) jest odlegltym
o (i,7) detektorem w przestrzeni fazowej. WysumowaliSmy tutaj po indeksie j ozna-
czajacym przeskoki w pedzie, poniewaz interesuje nas przede wszystkim ewolucja
w przestrzeni potozefi. Rysunek 3.5 przedstawia funkcje \;(¢) dla kilku pierwszych

najblizszych sasiadow.

Rysunek ten przedstawia takze catkowity intensywnos$é¢ detekcji, zdefiniowana jako
At) = 3, Mi(t). Jak poprzednio definiujemy takze A(t) = [¢ A(#')dt’. Mozna wpro-

wadzi¢ teraz ponownie czesciowe rozktady prawdopodobienstwa
frii(t) = Ni(t)er Pt (3.57)

Maja one nastepujace znaczenie: zaktadajac brak przeskokéw w miedzyczasie, oraz
stan |ap) w chwili ¢ = 0, prawdopodobienstwo klikniecia w i-tym detektorze w
interwale dt wokét ¢ wynosi fr, ;(t)dt. Prawdopodobienistwo dowolnego kliku w chwili
t wynosi fr,(t) = > fr.i(t)dt. Jezeli limy_o A(t) = oo, otrzymujemy [5° fr,(t) =
1, co oznacza, ze po jakims czasie z pewnoscia nastapi kolejne klikniecie, co jest

oczywiscie spetnione w przypadku nieskonczonego szeregu detektorow.

Na rysunku 3.5 przedstawione sa funkcje opisane w powyzszych akapitach, uzyskane
z symulacji wielu trajektorii. Kolorowe histogramy w duzym wykresie oznaczaja
unormowane gestosci czasoéw miedzy detekcjami fr, ;(¢) (por. (3.57)), przy czym
rozne kolory oznaczaja kolejne detektory ¢ = 0,1,2.... Jak wida¢, ich suma to

fr,(t). Dla czaséow 0 < t < d/2v klikniecia nastepuja niemal z pewnoscia w zerowym
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Rysunek 3.5: Charakterystyczne funkcje intensywnosci pomiaru dla czastki obser-
wowanej przez szereg detektorow. Odleglos¢ miedzy detektorami wynosi d = 5,
intensywnos¢ pomiaru to v = 1 a ped poczatkowy czastki to p = 5. Kolorowe histo-
gramy w dolnym lewym wykresie oznaczaja funkcje fr, ;(t), czyli czasowe gestosci
prawdopodobienstwa wystapienia klikniecia w i-tym detektorze liczac od punktu
wyjécia. Szara krzywa to suma tych funkcji, a czarna kreskowana krzywa to ta
sama wielkos¢ obliczona na podstawie numerycznych wartosci funkeji A;(t) (patrz
mniejszy wykres). Dane dla tego wykresu uzyskane zostaly z symulacji 100 000 tra-
jektorii, po czym klikniecia pogrupowano w interwaly ot = 0.02. Poniewaz 7 nie
jest zbyt duza, maksima pierwszych kilku histogramow mniej wigcej pokrywaja si¢
z czasem, po ktorym czastka klasycznie dotartaby do poszczegdlnych detektorow.
Mniejszy wykres w gérnym prawym rogu przedstawia funkcje \;(¢) uzyskane nume-
rycznie zgodnie z réwnaniem (3.56). Czarna kreskowana linia to ich suma A(t). W
obu wykresach pierwsze kilka kolorowych krzywych ma mate przekrycie, co powo-
duje widoczne ”schodki” na rysunku 3.6. Oznacza to, ze w okreslonych interwatach
czasowych klikniecia wystepuja niemal wytacznie w i-tym detektorze liczac od punk-
tu wyjscia. Przedruk za zgoda rys. 6 z F. Gampel, M. Gajda; Phys. Rev. A 107,
012420, 2023. Copyright (2023) American Physical Society.



3.2. CZASTKA SWOBODNA 63

detektorze, ktory ztapal czastke ostatnio. Jesli klikniecie nastapi w czasie d/2v <
t < 3d/2v, bedzie to niemal z pewnoscig ztapanie przez najblizszego sasiada, itd. Dla

poréwnania, ramka w gérnym prawu rogu przedstawia intensywnosci X;(t) z (3.56).

Przyblizenie rzadkich kliknieé

Przedstawimy teraz kilka przyblizen ktére pozwolg lepiej zrozumie¢ wyniki z ilu-
stracji 3.5. Zalézmy niska intensywno$¢ detekcji v < 1 1 czastke o niepomijalnej
predkosci v # 0. Przyjmiemy, ze dla krétkich czasow po detekcji (¢ ~ 1) funkcja
falowa czastki nie zmienia swojego ksztaltu i jedynie przemieszcza sie w przestrzeni:

(x,t) = a(xe —vt). Wtedy amplitudy przeskoku do kolejnych detektoréw wynosza
Ai(t) = yexp (—[vt — id]?). (3.58)

Jesli dodatkowo przyjmiemy A(t) ~ ~t, otrzymamy nastepujace przyblizenie rozkta-

du czasow pierwszych klikniec:
fr(t) = ye > et (3.59)
=0

Te przyblizenie sprawdza si¢ dobrze dla krotkich czaséw liczac od momentu lokali-
zacji czastki w «, czyli pierwszych kilku maksimow na rysunku 3.5. PéZniej psuje
sie, poniewaz pomija efekty rozptywania sie paczki falowej i dyssypacji spowodo-
wanej przez oddzialywanie z detektorami. Z drugiej strony, z praktycznego punktu
widzenia ogon funkcji fr, (¢) moze nie byé zbyt istotny jesli stanowi on (tak jak w
tym przyktadzie) niewielki wklad w catke funkeji, tzn. kiedy diugie czasy miedzy
kliknieciami sg raczej mato prawdopodobne. Fakt ten jest istotny dla utworzenia
algorytmu rozwiazujacego $cisle ewolucje statystyczng tego uktadu, o czym bedzie

mowa w pozniejszym rozdziale.

Poréwnujac réwnanie (3.59) z wynikami z rys. 3.5, zauwazamy, ze maksima nu-
merycznie obliczonego fr, (t) w dobrym przyblizeniu znajduja sie w t = i%, czyli

pokrywaja z gaussowskimi maksimami e~ [¢~%*

. Wielkos¢ tych maksiméw zalezy
od wartosci v i v. Dla v/v < 1 pierwsze kilka maksiméw ma poréwnywalng wyso-
kos¢. Dla duzych /v $rednia rozktadu przesuwa si¢ na lewo, tak ze w granicy tylko

pierwsze maksimum w ¢ = 0 jest istotne a wszystkie kolejne s silnie sttumione.

Przyblizenie rzadkich kliknie¢ pozwala réwniez zrozumieé funkcje sredniego potoze-
nia (x(t)) czastki wedrujacej miedzy dwoma detektorami. Dla matych ~ prawdopo-

dobienstwo wiecej niz jednego przeskoku w czasie, ktéry jest potrzebny aby dostaé
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sie od lewego do prawego detektora, jest niskie. Mozemy wtedy zapisaé
(1)) = d Y2 N0/ ). (3.60)

co dla nierozptywajacej sie paczki falowej daje:

ertd

(@) =d—y—— (3.61)

€d2 + ertd'

Alternatywna metoda symulacji dynamiki

W tym rozdziale poréwnamy scenariusz rzadkich kliknie¢ do przypadku, w ktorym
intensywnos¢ pomiaru 7 jest wysoka. Pozostaniemy przy tym przy rzadkim roz-
mieszczeniu detektoréow d > 1, poniewaz w tym obszarze parametréw dynamika jest
najbogatsza. Rachunki numeryczne dla duzego v sa trudne, poniewaz wymagaja ma-
tego kroku czasowego dt. Jest to motywacja do rozwiniecia alternatywnej metody

numerycznej, ktorg przedstawiamy ponizej.

Zatozmy rzadka sie¢ detektoréow «;. Jak dotychczas, intensywnosé detekeji w de-
tektorze i, zakladajac ze czastka jest w stanie |ap) w chwili ¢ = 0, jest réwna
Ai(t) = v[{as]e "t ap|)|2. Dla nastepujacych rachunkéw bedzie kluczowe, ze t znéw
oznacza tu nie czas absolutny, ale od ostatnieqo przeskoku. Zwro¢my takze uwage,
ze i moze by¢ ujemne. Niech n;(t,t") oznacza utamek wszystkich trajektorii w chwili
t, dla ktérych ostatnie klikniecie mialo miejsce w detektorze ¢ i uptynat od tego
momentu czas t'. Funkcja ta jest wiec zdefiniowana dla ¢ > /. W chwili poczatkowej
mamy n,;(0,0) = d;0, poniewaz wszystkie trajektorie rozpoczynaja w tym samym

stanie. Po jednym kroku czasowym w wyniku przeskokéw mamy
J J

ni(6t, 8t) = n;(0, 0) (1 — oty Aj(())) (3.63)

Pierwsza suma pierwszego réwnania oznacza przeskoki ”przychodzace” do ¢, nato-
miast druga suma przeskoki "wychodzace”. Czeé¢ trajektorii nie do$wiadcza prze-
skoku — jest to opisane przez drugie rownanie. W kolejnym kroku czasowym 20t
do 7 znéw moga nastapi¢ przeskoki przychodzace. Moga to by¢ trajektorie, ktore
w ostatnim kroku czasowym doznaly przeskoku (¢ = 0) — dla nich prawdopodo-
biefistwo przeskoku w tym punkcie czasowym wynosi A;(0)dt, lub trajektorie ktére
nie mialy dotychczas przeskoku (' = t) — w tym przypadku prawdopodobienstwo
wynosi \;(6t)dt. Podobnie przeskoki wychodzace nastepuja z prawdopodobienistwem
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A;(0)dt dla tych trajektorii, ktére dopiero co dotarty do danego detektora, i z praw-
dopodobienstwem A;(dt)dt dla tych, ktore byly tam juz krok wczesnie;j.

Tak wiec
J

— n;(dt,0) Z 2 (0) — n;(dt, 6t) Z Aj(dt)> (3.64)
ni(26t, 6t) = n;(dt,0) (1 - 5152 Aj(o)) (3.65)

ni(26t,26t) = n;(dt, 0t) (1 — 5tz Aj(at)) (3.66)

Widzimy juz jak uogolni¢ te rozumowanie: w kazdym kroku czasowym nalezy uwzgled-
ni¢ wszystkie chwile w przesztosci, w ktorych miaty miejsce przeskoki do ¢, i pomno-

zy¢ je przez funkcje \; w odpowiednim czasie. Tak wigc

ni((m + 1)dt,0) _515[2 > N (m'6t)n;_;(mébt, m'ot)

=0 j

— ni(maot, m'dt)\; (m'ét)] (3.67)

ni((m+ 1)dt, (m' 4+ 1)dt) = n;(mdt, m't) (1 — (5152 A;(m/dt) ) (3.68)

Dla celéw numerycznych wszystkie n; mozna traktowaé jako wspotrzedne wektora

n(t) = [nimm (t, 0), Y (7. (t, tmaax); Y (7 T (t, 0)7 R (7. (t, tma;t)]' (369)

Sktada sie on z i,,4: — imin blokOw odpowiadajacych liczbie detektoréw, ktore chcemy
uwzglednié¢ w rachunku. Kazdy blok sktada sie z t,,,,. /0t liczb. Sa to wartosci n;(t, ")
dla wszystkich mozliwych t', przy zadanym t. Parametr t,,,, jest nie wiekszy niz
catkowity czas symulacji. W praktyce moze on by¢ jednak znacznie mniejszy, bez
istotnej utraty dokladnosci: jako gorna granica moze postuzyé czas, po ktérym z
(duzym) prawdopodobienstwem p nastapi przeskok. Ten czas jest zadany przez wzor
A(tmaz) = —In(p) (por. (3.33)). Sformutowany w ten sposob algorytm da sie zapisaé

jako mnozenie macierzy przez wektor

n(t + dt) = A(dt)n(t) (3.70)
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A(dt) jest rzadka, niezalezna od czasu macierza stochastyczna. Jej niezerowe ele-

menty zadane sa przez réwnania (3.67) i (3.68).

Powyzszy algorytm pozwala z dowolng doktadnoscia rozwiazaé¢ problem ewolucji ge-
stosci zespotu trajektorii. Obliczenie macierzy A nie stanowi trudnosci — sprowadza
si¢ ono do stabelaryzowania funkcji A;(¢). Kluczowym wymogiem stanowiacym o
skutecznosci metody jest zatozenie jednorodnodci siatki detektorow: po nastapieniu
dowolnego przeskoku intensywnosci kolejnego przeskoku do j-tego sasiada znow mu-
sza by¢ zadane przez A;(t). Uwzglednienie zmian pedu wymusza obliczenie funkcji
Ajk(t) dla réznych pedéw k wzgledem siatki detektoréw, co gwaltownie zwieksza
ztozonos¢ obliczeniows. Dlatego w tej pracy wykorzystujemy ten algorytm jedynie
do obliczenia ewolucji ograniczonej do jednego stanu pedowego, co jest uzasadnione
gdy d < 1. Jako metoda uzyskania wartosci oczekiwanych takich jak (x(t)) jest
on wtedy istotnie szybszy od np. wykorzystywanej dotychczas w tej pracy metody
MCWEF, zwlaszcza gdy mamy do czynienia z rzadka siatka detektorow. Uzyskuje sie

je Za PoImocy wzoru

gdzie przez () oznaczamy dowolna obserwable (np. potozenie albo ped) a przez ¢;

Q1)) (3.71)

warto$¢ tej obserwabli powigzanej z detektorem 1.

Srednie polozenie w przypadku dowolnej intensywnosci pomiaru

Przedstawimy teraz wyniki uzyskane za pomoca powyzszej metody, badajac przy-
padek czastki z niezerowym pedem, monitorowanej przez rzadki szereg detektorow
(d < 1). Skomentujmy najpierw wykresy widoczne w gérnym lewym okienku rys.
3.6. Poréwnuja one $rednie potozenie czastki w czasie uzyskane za pomocy techniki
z poprzedniego rozdziatu do usrednienia po wielu trajektoriach uzyskanych metoda

MCWF dla v = 50. Jak wida¢, obie metody wykazuja bardzo dobra zgodnos¢.

Przejdzmy teraz do gléwnego panelu rys. 3.6. Przedstawia on srednig wartos¢ po-
lozenia zgodnie z réwnaniem (3.71) dla szeregu wartosci 7, od matych do bardzo
duzych wielkosci. Widzimy, ze dla matych intensywnosci pomiaru czasowa ewolucja
(x(t)) naznaczona jest przez ”schodki”, podobne do tego z wykresu 3.4. Jak wspo-
minali$my, funkcje t¢ mozna wtedy przyblizy¢ przez (3.60). Dla rosnacego 7 schodki
rozmywaja sie, przechodzac dla duzych czasow w prosta linie. Mozna to zrozumiec
w nastepujacy sposob: im czestsze klikniecia, tym szybciej poszczegdlne trajektorie
rozbiegaja sie w czasie (kwestia ta bedzie bardziej szczegétowo oméwiona w kolejnym
rozdziale). Prowadzi to do statystycznej ”desynchronizacji” trajektorii, poniewaz w

kazdej chwili czasowej (w skali ensemble’n) aktywne sa rézne detektory. Ten sam
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Rysunek 3.6: Srednie potozenie czgstki (x(t)) z predkoécig poczatkows v = 5 jako
funkcja czasu w przypadku monitorowania przez rzadka sie¢ detektoréow (d = 5).
Grube kolorowe krzywe przedstawiaja (x(t)) dla v = 0.5, 10, 20, 50, obliczone za po-
moca metody statystycznej. Dla kazdego przypadku narysowane sa réwniez cienkimi
liniami asymptotyczne proste. Kolorowe kropki na osi czasu oznaczaja opdznienia
obliczone za pomoca wzoru (3.43). W okienku po gornej lewej stronie widaé te sama
krzywa dla v = 50 (pomaranczowy kolor) w poréwnaniu do éredniej po wielu trajek-
toriach uzyskanych metoda MCWF (niebieska krzywa). Przedruk za zgoda rys. 8 z
F. Gampel, M. Gajda; Phys. Rev. A 107, 012420, 2023. Copyright (2023) American
Physical Society.
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efekt odpowiada za przejécie od schodkéow do prostej linii (w pdzniejszym czasie) w

przypadku matego ~.

Warto zauwazy¢, ze niezaleznie od wyboru v, w granicy duzego czasu funkcja (z(t))
zawsze ma to samo nachylenie, odpowiadajace predkosci poczatkowej czastki. Asymp-
totyczna prosta przecina jednak o$ czasu w ty > 0. Dla odlegtego obserwatora wy-
glada to, jakby czastka wystartowala z opdznieniem wzgledem trajektorii klasycznej
(lub takiej, dla ktorej v = 0). Opéznienie to jest wieksze, im wieksza jest inten-
sywnos¢ pomiaru. Zjawisko to budzi skojarzenie z efektem Zenona. Opdznienia tg
w dobrym przyblizeniu mozna opisaé wzorem (3.43), ktéry zostal wyprowadzony
dla pojedynczego detektora. W wykresie 3.6 czasy t, oznaczone sg przez kolorowe
kropki, ktore nalezy poréwnaé¢ z miejscami zerowymi prostych asymptotycznych.

Wyznaczajg one czas ucieczki od detektora w zerze.

Na koniec krotko skomentujemy przypadek gestej siatki detektoréw. W tym scena-
riuszu czastka w kazdej chwili ma istotne prawdopodobienstwo detekcji przez wiele
roznych detektoréw. Z tego powodu zanika zaréwno skokowa ewolucja z 3.6, jak i
efekt Zenona opisany tu oraz w poprzednich rozdzialach. Pierwsza bardzo wazna
obserwacja staje sie, ze wartosci takie jak (z(t)) ewoluuja zgodnie z klasycznymi
trajektoriami. Istotna staje sie dyspersja, tzn. rozbiezno$é¢ zespotu trajektorii od

Sredniej. Zaleznos¢ te zbadamy w nastepujacym rozdziale.

Dyspersja

Poprzednio skupialismy si¢ na analizie wartosci §rednich, takich jak (z(t)) lub (p(t)).
Jednak to, w jakim stopniu losowo realizowana trajektoria bedzie przypominata sred-
nig, okresla inny parametr. Dla wielkosci A nazywamy go dyspersja o4 zdefiniowang

przez

oa(t) =/ (A2(t)) — (A(t))2. (3.72)

Sprobujemy oszacowaé dyspersje potozenia o, () i pedu o,(t) na podstawie klasycz-
nego rachunku. Przyjmijmy, ze czastka u poczatku ma potozenie xq i ped py. Zakta-
damy, ze sa to zmienne losowe. Niech ruch czastki bedzie opisany przez réwnania

Newtona z szumem

b= /Dt (t) (3.73)
i =p+/Du(t) (3.74)
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D, i D, sa tutaj stalymi oznaczajacymi intensywno$¢ losowych zaburzen czastki.

Funkcja £(t) oznacza biaty szum:

Rozwiazanie réwnan (3.73) to

p(t) = po+ /D (1) (3.77)
2(t) = 29 + pot + \/ DW(t) + /D, Z (1) (3.78)
wprowadzilismy tutaj proces Wienera W (t) := [5 &(t')dt’ oraz catkowany proces

Wienera Z(t) := [¢ W(t')dt'. Biorac wartoéci oczekiwane powyzszych rownan otrzy-

mujemy oczywiscie ruch klasyczny:

Interesuje nas wariancja zmiennych z(t) i p(¢). Podnosimy (3.77) do kwadratu i

wykorzystujac (3.72) oraz (3.79) otrzymujemy

o2(t) = oo, + Dyt (3.81)
1
o2(t) = 02, + (Da + 2(zopo) — 2(xo) (po)) t + o t* + §DPt3 (3.82)

2
o

Wprowadzilismy tu o = (p) — (po)* oraz o analogicznie. Wykorzystalismy tak-
ze, ze wariancja procesu Wienera W (t) jest réwna t a jego calki 1/3t3. Rysunek
3.7 przedstawia poréwnanie réwnan (3.81) i (3.82) z wynikami symulacji uzyskany-
mi metoda MCWF. Rachunki dotyczyty czastki z poczatkowa predkoscig, monito-
rowanej przez gesta sie¢ detektorow. Jako parametry modelu klasycznego zostaty
podstawione wartosci wynikajace z obliczen analitycznych przedstawionych w poz-
niejszym rozdziale; o, i 04, zgodnie z (3.88) i D, oraz D, zgodnie z (3.91). Jak
wida¢, model analityczny jest w bardzo dobrej zgodnosci z symulacja. Oznacza to,
ze w przestrzeni pedow czastka wykonuje ruchy Browna. Natomiast w przypadku
potozenia czastki mamy do czynienia z superdyfuzja, poniewaz fluktuacje pedéw

powiekszajg ich rozrzut, co dla duzych czaséw jest dominujagcym wkladem.

Powyzszy rachunek wskazuje, ze dynamika kwantowa generowana w naszym modelu
opisana przez réwnanie GKSL (3.17) moze by¢ sprowadzona do znacznie prostsze-

go modelu klasycznego (3.77) i (3.78). Oczywiscie jest to mozliwe tylko w pewnym
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Rysunek 3.7: Rozrzut pomiaréw pedéw (gorny wykres) i potozen (dolny wykres)
dla czastki monitorowanej przez gesta sie¢ detektorow. Rysunek zawiera poréwna-
nie przewidywan wynikajacych z klasycznego modelu stochastycznego (3.81) i (3.82)
(pomaranczowe krzywe) z danymi uzyskanymi z 10000 trajektorii obliczonych me-
toda MCWF (niebieskie krzywe). Czastka miala poczatkowa predkos¢ vy = 1.08.
Pozostate parametry symulacji: intensywnosé¢ monitorowania v = 1, odlegtos¢ mie-

dzy sasiadujacymi detektorami d = 1.08.
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przedziale parametréw, w ktorym model generuje klasyczne trajektorie (w przeci-
wienistwie do rys. 3.6). Warto rowniez zauwazy¢, ze trajektorie generowane przez
powyzsze rownania Newtona z szumem réznig sie od trajektorii naszego modelu
kwantowego, poniewaz sg ciggle i nie zawierajg przeskokow. Odtwarzaja one jednak

wszystkie cechy statystyczne modelu.

Poréwnanie z alternatywnym modelem pomiaru

Podsumowujac dotychczasowe wyniki, widzimy, ze monitorowanie przez detektory w
naszym modelu ma wptyw zaréwno na $rednie potozenie czastki, jak i jej dyspersje.
Nasuwa si¢ pytanie, czy zaleznosci te réznig sie w innych modelach pomiaru. Doko-
namy tutaj poréwnania z popularnym modelem, badanym m.in. w [AU17]. Jest to

pomiar potozenia opisany przez operator pomiaru

K(X) =7 [ F(X =)' a'| o, (3.83)

gdzie f jest dogodna, zlokalizowang przestrzennie funkcja, np. rozktadem gaussow-
skim. Dziatanie tego operatora sprowadza sie do filtrowania funkcji falowej, tzn.
pomnozenia jej przez obwiednie scentrowang wokot wyniku pomiaru X. Ten rodzaj
pomiaru z tatwoscig daje sie zaimplementowaé uzywajac metode MCWF — wystar-
czy zastapi¢ dotychczasowe operatory C;;, ktére byly proporcjonalne do operatoréow
rzutujacych, przez K(X). Aby osiagnaé¢ jak najscilejsze poréwnanie obu metod,
zaktadamy dyskretny zbiér operatoréw K (X;), z identyczna co dotychezas odleglo-
Scia miedzy potozeniami detektorow: X;,; — X; = d. Podobnie zaktadamy, ze f jest
funkcja gaussowska:

Flai—a) = — e (3.84)

(2mo?)1

gdzie ¢ = 1/v/2, tak jak w rozwazanych dotychczas funkcjach detektoréw av;(w).
Nalezy zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do C;;, K(X;) bezposrednio mierzy jedynie

potozenie.

Warto réwniez zauwazy¢, ze natychmiastowe wielokrotne dziatanie operatora K (X)
nie jest tozsame z pojedynczym pomiarem, jak w przypadku pomiaréw rzutowych.
Prowadzi ono do stopniowego zawezania sie paczki falowej wokdt potozenia X, a w
granicy nieskonczenie wielu nastepujacych po sobie pomiaréw do rozktadu 6(z — X).
W przeciwienstwie do tego, model pomiaru na ktérym skupia sie ta praca ma po-
dobienstwo do pomiaru rzutowego: Bezposrednio po detekcji czastki znajduje sie w
stanie wlasnym operatora pomiaru C,, tak ze gdyby natychmiast nastapit kolejny
pomiar z wynikiem «, stan czastki pozostatby niezmieniony. Jezeli funkcje |a) bytyby

ortogonalne (co jest w przyblizeniu prawdziwe dla rzadko rozmieszczonych detekto-
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réw) bylby to jedyny mozliwy wynik pomiaru nastepujacego w krétkim czasie po

poprzedniej detekcji.

Wykres 3.8 przedstawia wynik rachunkéw numerycznych poréwnujacych oba mo-
dele. Jako warunek poczatkowy w obu przypadkach wybraliSmy czastke w stanie
gaussowskim |o;) zlokalizowanym w z; = 0 i z niezerowym pedem p;. Jak omé-
wiono w poprzednich rozdziatach, dynamika w kluczowy sposob zalezy od stosunku
odlegtosci miedzy detektorami do szerokosci paczki falowej o. Dlatego rachunki prze-

prowadzono dla obu modeli w rezimie "rzadkich” i ”gestych” detektorow.

W przypadku omawianego w tej pracy modelu "rzutowego”, kazdy pomiar daje
wynik (x;, p;, t;), czyli trzy liczby rzeczywiste: odpowiednio potozenie i ped czastki
oraz czas, w ktorym nastapita detekcja. Zbiory tych punktow pomiarowych stano-
wia “trajektorie czastki” (x;,t;) i (pi,t;) W przestrzeni potozen i pedéw. Rezulta-
tem pomiaru (3.83) jest jedynie polozenie i czas pomiaru. W celu poréwnania obu
modeli kazda trajektorie (z;,t;) w modelu filtracyjnym uzupetiamy przez trajekto-
rie (pi,t;), przy czym predkosci obliczamy na podstawie trajektorii w potozeniach:
pi = (v; — xi1)/(t; — ti_1). Jako xg 1 pg przyjmujemy poczatkowe polozenie i ped
czastki. Jak poprzednio, punkty pomiarowe przyporzadkowane zostaja okienkom
czasowym At;, co pozwala obliczy¢ srednie warto$ci oraz dyspersje interesujacych

nas zmiennych.

Na rysunku 3.8 pomaranczowe krzywe oznaczaja wyniki modelu rzutowego (opera-
tory C;;), natomiast niebieskie oznaczaja pomiar filtrujacy (operatory K (X;)). Gor-
ne dwa wykresy pokazuja Srednie potozenie czastki (x(t)). Dla przypadku rzadkich
detektorow rozpoznajemy charakterystyczne schodki, ktore nastepnie przechodzg w
prosta linie. W przypadku gestych detektoréw, srednie potozenie od poczatku opisa-
ne jest przez liniowa zaleznos¢. Widac, ze modele nie wykazujg tu istotnych réznic i
w obu przypadkach prowadza do krzywych z nachyleniem v, odpowiadajacym pred-
kosci poczatkowej, czyli klasycznej trajektorii. Z tego powodu nie przedstawiamy
wykresow Srednich predkosci — w obu przypadkach sg one state, co daje poziome

linie na wykresie czasowym.

Obraz zmienia sie gdy przyjrzymy sie dyspersjom. Srodkowy rzad przedstawia roz-
rzut potozen o,(t) (por. (3.72)). W przypadku rzadkiej siatki detektoréw obserwuje-
my z poczatku oscylujace funkcje. Krzywe w tym obszarze dla obu modeli pokrywaja
sie. Oscylacje bezposrednio odpowiadaja ”schodkom” zaobserwowanym dla srednie-
go polozenia (z(t)). Minima znajduja sie w czasach, dla ktérych érednie polozenie
czastki jest bliskie jednego z detektoréw, natomiast maksima odpowiadaja sytuacji,

w ktorej czgstka znajduje sie doktadnie pomiedzy dwoma detektorami. Ten rodzaj
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Rysunek 3.8: Poréwnanie przeskokowego (pomaranczowe krzywe) i filtracyjnego (nie-
bieskie krzywe) modelu pomiaru. We wszystkich przypadkach intensywnosé detekeji
wynosita v = 1, a predkos$¢ poczatkowa czastki vy = 5. Rachunki wykonane zosta-
ly dla rzadkiej (lewa kolumna, d = 5.1) i gestej (prawa kolumna, d = 0.73) siatki
detektorow. Gorne dwa rysunki przedstawiaja ewolucje sSredniego potozenia czastki
(x(t)). Czarne przerywane krzywe oznaczaja dla poréwnania klasyczna trajektorie
(z) = vt. Srodkowy rzad zawiera dyspersje potozenia czastki o, (t) liczona dla zespo-
tu trajektorii. W prawym wykresie dopasowane zostaly przedstawione jako czarne
przerywane linie krzywe o, (t) ~ t? (dopasowanie do niebieskiej funkcji) i o, (t) ~ t3/2
(dopasowanie do pomaranczowej funkcji). Na dolnych wykresach pokazano dyspersje
w przestrzeni pedéw o,(t). Ponownie narysowane sa takze (jako przerywane linie)
dopasowane funkcje o,(t) ~ t + const (przy niebieskiej funkcji) i o,(t) ~ /2 (do-
pasowanie do pomaranczowej funkcji). Przedruk za zgoda rys. 9 z F. Gampel, M.
Gajda; Phys. Rev. A 107, 012420, 2023. Copyright (2023) American Physical Socie-

ty.
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szumu wynika wiec z dyskretnego rozktadu mozliwych wynikéw pomiaréw i znany
jest w fizyce doswiadczalnej jako ”shot noise”. Dla dalszych czaséw oscylacje zanika-
ja, a 0,(t) narasta liniowo, przy czym przyrost jest wiekszy w modelu filtracyjnym.
W przypadku gestej siatki detektoréw (wykres po prawej) obserwujemy réznice ska-
lowania miedzy modelami. Dla modelu rzutowego otrzymujemy dla duzych czaséw
znajomy wynik o, (t) ~ t3/2, natomiast dla modelu filtracyjnego o,(t) ~ t>. Czarne
przerywane linie to fity funkcji wymiernych z odpowiednimi wspoétczynnikami. Po-

nownie dyspersja w modelu filtracyjnym narasta szybciej niz w modelu rzutowym.

Dolny rzad wykresow przedstawia dyspersje w przestrzeni pedéw o,(t). Ponownie
obserwujemy istotne réznice w zaleznosci od gestosci siatki detektoréw oraz modelu
pomiarowego. Dla rzadkich detektoréw dyspersja modelu rzutowego pozostaje rowna
zeru przez caly czas symulacji. Dzieje sie tak poniewaz w badanym tu scenariuszu,
sie¢ detektorow jest na tyle rzadka, ze przeskok do sasiedniego stanu pedowego
jest skrajnie nieprawdopodobny. W modelu filtracyjnym obserwujemy z poczatku
oscylacje, ktére po kilku okresach zostaja sttumione, a dla dalszych czaséw o,(t)
przyjmuje stala, niezerowa warto$¢. Wreszcie w przypadku gestej siatki detektoréw
model filtracyjny wykazuje skalowanie liniowe, podczas gdy dla modelu rzutowego
0,(t) ~ V1, jak pokazano juz wczeéniej. Ponownie poza wynikami numerycznymi

przedstawiamy odpowiednio dopasowane krzywe.
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3.3 Czastka w potencjale harmonicznym

Przedstawimy teraz wyniki dotyczace czastki w zewnetrznym potencjale harmonicz-
nym, tzn. V(z) = smw?z?. W dalszym ciagu korzystamy z bezwymiarowych jedno-
stek zdefiniowanych w rozdziale 3.1. W oscylatorze do wymienionych w 3.1 dwoch
naturalnych skal dtugosci dochodzi trzecia, dtugosé oscylatorowa apn, = \/h/mw. W
niniejszej pracy jestesmy zainteresowani przypadkiem, gdy an, jest roéwne zdefinio-
wanej wczesdniej jednostce dtugosci ag. Oznacza to, ze w = 1, a hermitowska czesé

hamiltonianiu (por. (3.1) i (3.24)) ma postac

Hg = Ly + Lp2 (3.85)

2 2
Warto zauwazy¢, ze w przeciwienstwie do przypadku czastki swobodnej, osiagne-
liSmy w ten sposob catkowitg rownowaznos$é potozenia i pedu. Dzieje sie tak po-
niewaz przyjmujac dodatkowo (jak poprzednio) jednakowe odlegtosci detektorow w
obu przestrzeniach, réwnania dynamiczne (np. (3.10)) sa symetryczne w tych ob-
serwablach. Jak dotychczas, dla uzyskania pojedynczych trajektorii, korzystamy z

procedury MCWF.

W naszych rachunkach stan poczatkowy czastki odpowiada réznemu od zera wy-
chyleniu i zerowemu pedowi. Poczatkowe wychylenie jest wielokrotnoscia odlegtosci
miedzy detektorami zy = nd. Z zasady n > 1, tak aby ruch czastki mogt by¢
monitorowany z odpowiednig rozdzielczoscia. Rysunek 3.9 przedstawia przyktadows,
trajektorie czastki w przestrzeni fazowej. Ruch przebiega po (w przyblizeniu) koli-
stej trajektorii, podobnie jak w przypadku klasycznym. Wida¢ jednak nieregularne
odstepstwa spowodowane losowymi aktami detekcji. Ponadto wydaje sig, ze promien

trajektorii wzrasta z czasem, co oznacza przyrost catkowitej energii uktadu.

Przejdziemy teraz do statystycznych cech trajektorii. Jako pierwsza przedstawimy
srednia warto$¢ zmiennych (z(t)) i (p(t)). Na rysunku 3.10 widoczne sa wykresy
uzyskane z symulacji 5000 trajektorii metoda MCWEF. Wida¢, ze srednio czastka
podaza po klasycznej trajektorii. Ped i potozenie oscyluja z czestotliwoscia oscylatora

z réznica fazowa /2.

Dyspersja — heurystyka

Przyjrzymy sie teraz rozrzutowi trajektorii, tzn. drugim momentom rozktadow po-
miaréw polozenia i pedu, ktore jak uprzednio definiujemy przez o2(t) = (22(t)) —

(z(t))* 1 o2(t) = (p*(t)) — (p(t))* (por. (3.72)). Z powodu opisanej wyzej symetrii

spodziewamy sig, ze o;(t) = ag (t). Rachunki zasadniczo potwierdzaja te oczekiwa-

nie, dlatego w wykresie 3.11 przedstawiamy jedynie funkcje o(t) = o, (t). Istnieje
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Rysunek 3.9: Przyktadowa trajektoria czastki w potencjale harmonicznym w prze-
strzeni fazowej. Na poziomej osi wyznaczone jest potozenie, a na pionowej ped czgst-
ki. Poczatek trajektorii oznaczony jest przez pomaranczowy punkt, a jej koniec przez
zielony. Intensywnos$é¢ detekeji wynosi v = 1, a odleglto$¢ miedzy detektorami to
d = 2.16. Dane dostepne obserwatorowi to dyskretne wartosci x i p w odpowiada-
jacych detekcjom punktach w czasie. Niebieska krzywa stanowi wizualizacje trajek-
torii, tgczac te punkty chronologicznie. Przedstawiona tutaj ewolucja jest typowa —
dla danych warunkéw poczatkowych, zazwyczaj obserwujemy kolista trajektorie z

rosnagcym promieniem.
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Rysunek 3.10: Srednie trajektorie dla czgstki w potencjale harmonicznym. Dane zo-
staly uzyskane przez symulacje 5000 trajektorii metodg MCWF. Przeskoki zostaty
pogrupowane w okienka czasowe wielkosci 6t = 0.1. Usrednienie po wszystkich prze-
skokach w danym okienku daje nastepnie funkcje (z(t)) i (p(t)). Zaleznosé czasowa
jest identyczna do klasycznej trajektorii, tzn. sinusoida z odpowiednia czestotliwo-
Scia i przesunieciem /2 miedzy polozeniem i pedem. Parametry symulacji to v = 1
id=2.16.
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Rysunek 3.11: Dyspersja o0,(t) pomiaréw polozenia czastki w oscylatorze harmo-
nicznym jako funkcja czasu. Krzywe zostaly narysowane na podstawie rachunku
stochastycznego metoda MCWF. Kolory odpowiadaja réznym warto$ciom inten-
sywnosci pomiaru v zgodnie z legenda. Wszystkie rachunki zostaty wykonane dla
parametru sieci d = 2.16. Na wykres zostaly natozone takze przerywanymi liniami
w odpowiednich kolorach dopasowane funkcje (3.86), ktére z powodu dobrego prze-

krycia sa ledwo widoczne.

pewna niewielka rozbieznosé¢ miedzy o,(t) a o,(t), ktéra oméwimy w dalszym ciagu

tego rozdziatu.

Wykres 3.11 przedstawia o,(t) dla szerokiego zakresu wartosci parametru . We

wszystkich przypadkach dobrym przyblizeniem jest
o*(t) =~ Dt + a3, (3.86)

przy czym D jest zaleznym od intensywnosci pomiaru wspétezynnikiem dyfuzji, kto-
ry ros$nie monotonicznie z 7. ¢ jest niezalezna od v dyspersja stanu poczatkowego.
Wielkos¢ ta jest wicksza od zera, poniewaz nawet gdy stan czastki jest tozsamy ze
stanem wlasnym jednego z detektorow, ma on wciaz niezerowe przekrycie z innymi
detektorami. W wyniku tego juz w chwili zerowej moze nastapic¢ przeskok do innego
detektora. Mozna oszacowaé wielko$¢ oy wykorzystujac fakt, ze dla matych czasow

gestos¢ prawdopodobienstwa przeskoku z |, ;) do |a;;) wynosi

o8 ((i=i0)*+(i—3o)?) /2

iy [{aijlvigo) |2

Quz) = [{evjlaigs) | = (3.87)
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Zaktadajac, ze tuz po chwili poczatkowej nastapi jakis przeskok (w tym takze z
powrotem do detektora poczatkowego), rozrzut tych pomiaréw zgodnie z definicja
Wynosi

o2 = Z Q(ai;)(id)? (3.88)

Przyjmujac, ze d < 1, mozna zastapic¢ sume przez catke, co daje przyblizenie oy = 1.
Co zaskakujace, przyblizenie te sprawdza sie jednak nawet dla stosunkowo rzadkiej

siatki detektoréw, jak np. dla symulowanego tu przypadku d ~ 2.16.

Doskonata zgodno$¢ réwnania (3.86) z wynikami numerycznymi sugeruje, ze ruch
czastki to harmoniczna oscylacja z natozonymi na nig ruchami Browna. Srednia roz-
bieznos$¢ od klasycznej trajektorii rosnie z pierwiastkiem czasu. W przeciwienstwie
do czastki swobodnej, dotyczy to zar6wno potozenia, jak i pedu czastki. Jest to wy-
jatkowa cecha oscylatora harmonicznego. Analiza wymiarowa wskazuje, ze wszystkie
zmienne dynamiczne jak np. o(t) powinny by¢ funkcjami bezwymiarowego parame-
tru yt. Weryfikujemy to przez zbadanie zalezno$ci miedzy stata dyfuzji D a in-
tensywnoscig pomiaru . Zgodnie z oczekiwaniem jest to zaleznosé¢ liniowa (patrz
gérny wykres na rysunku 3.12). Jest to do$¢ intuicyjny rezultat, poniewaz wieksza
intensywnos¢ pomiaru oznacza czestsza detekcje, a co za tym idzie, czestsze zabu-
rzenia trajektorii. Podobnie spodziewamy sie, ze zmniejszenie d, tzn. zageszczenie
siatki detektorow, réwniez doprowadzi do szybszej dyfuzji. Dolny wykres rysunku
3.12 przedstawia uzyskang numerycznie zalezno$¢ miedzy odlegtoscia sasiadujacych
detektorow d a stata dyfuzji D dla statej wartosci v. Wynika z niego jednoznacznie,
ze D jest odwrotnie proporcjonalne do kwadratu odlegtosci miedzy detektorami.

Podsumowujac, rachunki numeryczne wskazuja na zaleznosé

D~ 27‘(‘%. (3.89)

Wzér ten mozemy réwniez uzasadnic¢ analitycznie, czyniac pewne przyblizenia. Stata

dyfuzji jest srednim kwadratem dtugosci przeskoku na jednostke czasu:

D=~y e PO (g5)2 (3.90)
7.k

W tym miejscu korzystamy z przyblizenia ciaglego, czyli podstawiamy jd = =x,

kd = p i zamieniamy sume¢ w catke: 37, — d% J dzdp. Uzyskujemy wtedy

g —(z gl
D=~ ﬁfdxdpﬁe (@ 4%)/2 27‘('@, (3.91)

co jest tozsame z rownaniem (3.89).
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Rysunek 3.12: Stata dyfuzji dla czastki w oscylatorze harmonicznym jako funkcja
intensywnosci pomiaru 7y i odlegtosci miedzy detektorami d. Kazdy niebieski punkt
odpowiada symulacji zespotu trajektorii metoda MCWF'. Z tego zespotu obliczamy
wartos¢ D (por. rysunek 3.11 i réwnanie (3.86)). Dla gérnego wykresu przyjelismy
statag warto$¢ d = 2.16, natomiast w dolnym wykresie wszystkie symulacje przepro-
wadzone zostaly dla v = 1. Pomaranczowe linie przedstawiaja dopasowane krzywe

zgodnie z zaleznoscia D ~ v/d* (por. (3.89)).
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Dyspersja — model klasyczny

Warto zauwazy¢, ze heurystycznie wyprowadzona zaleznos¢ (3.86) da sie uzasadnié
rowniez za pomoca klasycznego modelu newtonowskiego, tak jak uczyniliSmy to
w przypadku czastki swobodnej (por. (3.73) i (3.93)). W przypadku potencjatu

harmonicznego réwnania te majg postac

p=—a+ VDE(t) (3.92)
i =p+ VDE(t). (3.93)

Wykorzystujac transformacje o = xz+1ip mozemy sprowadzi¢ to do jednego réwnania
zespolonego

& = —ia + VDC(2). (3.94)

Gdzie wprowadzilismy zespolony szum ((t) = &,(t) + i, (t). Powyzsze réwnanie jest
dobrze znane z teorii stochastycznych réwnan rézniczkowych (patrz np. [Gar85]).

Jego rozwigzanie ma postac

a(t) = ‘”+/ W=¢ () (3.95)

Zaktadajac warunki poczatkowe xy # 0,pg = 0 pozwala nam to obliczy¢ Srednie

wartosci

(x(t)) = xocos (t) (3.96)
(p(t)) = —zosin (¢), (3.97)

czyli znow trajektorie klasyczne. Podobnie uzyskujemy dyspersje

o2(t) =03 + Dt (3.98)
2 2
o,(t) =0, + Dt (3.99)

w zgodnosci z (3.86). Otwarte pozostaje pytanie, czy poza czastka swobodna i w po-
tencjale harmonicznym mozna uzyskac¢ ten rodzaj korespondencji migdzy modelem

kwantowym a odpowiednim modelem klasycznym takze dla innych potencjalow.

Modulacja dyspersji

Blizsza analiza funkcji o(t) wskazuje, ze na wzrost zgodny z pierwiastkiem z cza-
su naktada sie niewielka oscylacja o czestosci 2w (por. rysunek 3.11). Oscylacje te
mozna zrozumie¢, przyjmujac ze pomiedzy poszczegdlnymi trajektoriami nastepuje
losowe rozfazowanie x = xg cos(t+d¢) wzgledem sredniego ruchu x = x cos(t). Roz-

fazowanie te prowadzi do oscylujacego wkladu do wzoru na dyspersje: (z?) — (x)? ~
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§¢p?sin? t. Warto zauwazy¢, ze opisany tu efekt nastepuje réwniez w przestrzeni pe-
déw. Oscylacja naktadajaca si¢ na o,(t) jest przesunieta w fazie wzgledem o, (t), co
tatwo uzasadni¢ na gruncie powyzszych réwnan. Podobne zjawisko zostato zaobser-
wowane w [SMO1], gdzie badano dynamike monitorowanej w sposéb ciagly czastki

w potencjale anharmonicznym.

Rozwazania energetyczne

Fluktuacje trajektorii potozen i pedéw prowadza do wzrostu sredniej energii czastki.
Wtiasnie z tego powodu pojedyncze trajektorie w przestrzeni fazowej z reguty s

wybiegajacymi na zewnatrz spiralami (por. rysunek 3.9). Promien takiej trajektorii

jest bezposrednio zwigzany z energia czastki: r(t) = /2(F(t)). Natomiast z rbwnania
(3.89) wynika, ze $rednia energia czastki, czyli (E) = 1(2?) + 5 (p?), wzrasta liniowo
W czasle:

(E(t)) = 6*(t) + Ey = Dt + (65 + Ep). (3.100)

Wprowadzilismy tu energie poczatkowa Ey = 3 (23 + p).

Rozwazmy teraz rozktad energii czastki. Mozemy podzieli¢ skale energii na interwaty
o szeroko$ci AFE. Zliczajac, jaki utamek trajektorii przypada w danej chwili na kazdy
interwal, mozemy zdefiniowaé zalezny od czasu rozklad energii p;(E). Przyjrzymy
sie najpierw rozktadowi energii okoto chwili poczatkowej, ¢t ~ 0. Wida¢ go w gérnym
wykresie rysunku 3.13. Jest to dos¢ waski rozktad wokét energii poczatkowej Ejy.
Ponownie wyprowadzimy takze analitycznie wyrazenie przyblizajace te funkcje. Jak
poprzednio, skorzystamy z przyblizenia ciagtego, czyli j(jo)d — x(xg), k(ko)d —
p(po), oraz Q(avu;) — P(x,p) = 1/(2m)e @2 12¢=(0=1:)*/2 Czastka znajdujaca sic

w potozeniu (xg, pg) W przestrzeni fazowej ma rozklad energii

1
po(F) = /da:dpP(x,p) J (E - §(x2 —|—p2)) : (3.101)
Podstawiajac 2Ey = x2 + p? uzyskujemy rezultat

po(E) = e~ E+EO (2\/E0E> , (3.102)

gdzie Iy(z) jest zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju. Rozklad ten
zostal naniesiony jako pomaranczowa krzywa w gornym wykresie rysunku 3.13. Po-
nownie stwierdzamy, ze przyblizenie ciggte sprawdza sie nawet w przypadku stosun-
kowo rzadkiej sieci detektorow. Pewna rozbiezno$é¢ z danymi numerycznymi nalezy
uzasadnié¢ tym, ze zostaly one zebrane nie $cisle dla chwili zerowej — dla histogramu
uwzgledniono wszystkie klikniecia nastepujace w interwale 0 < t < 27, a zatem jest

on usrednieniem po pierwszej oscylacji.
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Rysunek 3.13: Rozktad energii dla zespotu trajektorii czastki w potencjale harmo-
nicznym uzyskanych metodg MCWF'. Niebieskie histogramy przedstawiaja dane nu-
meryczne. Gorny wykres przedstawia rozktad dla poczatku symulacji, natomiast
dolny wykres odpowiada rozktadowi po ”"dtugim czasie”, tzn. po wielu oscylacjach.
Pomarariczowa krzywa w gornym wykresie to funkcja z réwnania (3.102), natomiast
w dolnym wykresie widoczne jest dopasowanie funkcji (3.103). Zwracamy uwage, ze
oznaczenia t = 0 i ¢ = 200 stanowia przyblizenia, poniewaz dane do histogramdow
zostaly w obu przypadkach zebrane z interwatu czasowego odpowiadajacego jednej

oscylacji.
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Dla dtuzszych czasow, pi(E) przechodzi w rozklad termiczny:

— o E/®)
= e , 3.103
Srednia (a zarazem szeroko$é) e(t) tego rozktadu jest funkejg czasu. Wprowadzajac
€ = kT, mozemy zdefiniowa¢ formalnie temperature uktadu, a wielokrotna detekcje
czastki utozsamié¢ z ”grzaniem”. Dla dtugich czaséw kT (t) = (E) = 6%(t) ~ Dt,
jak potwierdzaja rachunki numeryczne. Rozktad termiczny przedstawiony jest na

dolnym wykresie rysunku 3.13.






Rozdziatl 4

Podsumowanie i perspektywy

Niniejsza praca stanowi propozycje nowego modelu ciggtego pomiaru potozenia i
pedu czastki kwantowej. Model ten daje sie catkowicie zdefiniowa¢ w ramach wspot-
czesnej teorii pomiaru kwantowego, czyli formalizmie miary dodatnio okreslonych
operatoréow oraz stochastycznego réwnania Schrodingera. Jako operatory pomiaru
postuluje on operatory rzutujace na stany gaussowskie o dobrze zdefiniowanym po-
tozeniu i pedzie. Ze wzgledu na to nosi on pewne podobienstwo do starszej rzutowe;j

teorii pomiaru kwantowego, chociaz niewatpliwie jest jej rozszerzeniem.

Gléwna czes¢ pracy stanowi analiza trajektorii wynikajacych ze stochastycznych
rownan zapisanych dla wyzej wspomnianych operatorow przeskoku i wygenerowa-
nych metoda Monte Carlo Wavefunction. Symulacje te uzupetniane sg rachunkami
analitycznymi, ktore pozwalajg na glebsze zrozumienie obserwowanych zjawisk. Po-
mimo swojej prostoty, model prowadzi do bogatej palety zachowan dynamicznych.
W pracy porzadkujemy je, badajac stopniowo coraz to bardziej skomplikowane przy-
padki: modyfikujemy liczbe detektoréw monitorujacych czastke oraz parametry takie
jak intensywnos¢ detekcji, odlegtosé miedzy detektorami oraz predkosé poczatkowa

czastki.

Wiyniki symulacji wskazuja miedzy innymi na wystepowanie efektu Zenona przy wy-
sokiej intensywnosci obserwacji. Rachunki te uzupeliamy wyprowadzeniem wzoru
opisujacego opdznienie czgstki ze wzgledu na jej monitorowanie. Srednia trajektoria
odbiega od ruchu klasycznego takze w przypadku stabego monitorowania, prowadzac
do dynamiki ”skokowej”. Nasze badania dotycza przypadkow czastki swobodnej oraz
w zewnetrznym potencjale harmonicznym. W obu przypadkach szczegdlna uwage

poswieciliémy dyspersji trajektorii w czasie. Zalezno$¢ statej dyfuzji od parametréw
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modelu wyprowadzamy na dwa sposoby — w sposéb fenomenologiczny (na podstawie

danych z symulacji) oraz analitycznie z klasycznego, stochastycznego modelu ruchu.

Nasza propozycja rézni si¢ od badanych dotychczas modeli pomiaru na kilka sposo-
béw. W literaturze spotyka si¢ zazwyczaj opis ciagltego pomiaru rozumianego jako
seria nieskonczenie czestych i stabych pomiaréw czastki. W przeciwienstwie do tego,
w naszym modelu detekcje czastki nastepuja w dyskretnych chwilach w czasie i od-
powiadaja skokowym zmianom stanu czastki, tak jak dzieje si¢ to np. w przypadku
emisji lub absorpcji fotonu. Czestotliwo$é¢ tych detekeji daje sie kontrolowaé za po-
moca parametréw modelu. Ponadto w literaturze rozwazany jest zazwyczaj ciggly
pomiar tylko jednej zmiennej dynamicznej, jak na przyktad potozenia. Jednoczesny
pomiar potozenia i pedu w naszym modelu traktuje na réwni obie zmienne. Rozwaze-
nie czastki swobodnej i w putapce harmonicznej pozwala zrozumie¢, jak dynamika
zmienia sie, gdy jedna z obserwabli wyrdzniona jest przez Hamiltonian. Kolejna
szczegblng cecha naszego modelu jest charakter dynamiki generowanej przez roz-
mieszczone rownomiernie w przestrzeni fazowej detektory. Ta dodatkowa symetria
pozwala na uproszczenie rachunkow i analize problemu za pomocg pojeé z teorii od-
nowy. Na jej podstawie opracowalismy takze algorytm, ktéry w przypadku rzadkiej
sieci detektorow pozwala na $ciste i wydajne obliczeniowo wyznaczenie dynamiki
wielkosci statystycznych. Jednym z wazniejszych rezultatow jest pokazanie, ze w
granicy ciggtej obserwacji kwantowa dynamika monitorowanej czastki sprowadza si¢
do klasycznego procesu stochastycznego: ruchu zgodnego z réwnaniem Newtona, na
ktore natozony jest biaty szum. Nie wiemy, czy nasz model ma szanse na do$wiad-

czalng realizacje. Mamy nadzieje, ze gtowne jego przewidywania sg uniwersalne.

Nasza praca nie wyczerpuje mozliwosci rozwinietego przez nas modelu. Moze wigc
zostaé rozumiana jako przyczynek do przysztych badan. Do otwartych pytan nalezy
na przyktad, czy srednie podazanie czastki wzdtuz klasycznych trajektorii daje sie
uzyskaé¢ dla dowolnego potencjatu zewnetrznego. Ponadto w tej pracy rozwazaliSmy
wylacznie rzutowanie na stany Gaussowskie minimalizujace zasade nieoznaczono-
sci. Mozna wiec uogo6lni¢ model wprowadzajagc pomiary "niedoktadne”. Podobnie
obiecujace wydaje sie wprowadzenie asymetrii miedzy potozeniem a pedem poprzez
Scisniete stany pomiarowe (ang. squeezed states), tzn. takie, w ktorych jedna zmien-
na mierzona jest znacznie doktadniej, kosztem wiekszej niepewnosci w wielkosci
sprzezonej. Porzucenie regularnego rozmieszczenia detektorow w przestrzeni fazowej
uniemozliwi zastosowanie wielu technik analitycznych wykorzystanych w niniejsze;j
pracy, ale moze prowadzi¢ tez do nowych ciekawych zjawisk jak ruch chaotyczny albo
lokalizacja Andersona. Do podobnych rezultatéw mogloby prowadzi¢ takze uzalez-

nienie intensywnosci pomiaru 7 od czasu lub potozenia detektora.
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