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Wstep

Pojecie chaosu deterministycznego wprowadzone zostato do nauki juz w wieku XIX przez
francuskiego matematyka Henriego Poincare (1). W 1963 roku zostato ono spopularyzowane przez
meteorologa N.E. Lorenza, ktéry w wyniku prac dotyczacych ukfadu trzech nieliniowych réwnan
rézniczkowych modelujgcych zjawisko konwekcji termicznej w atmosferze odkryt, ze dla okreslonego
zbioru parametrow uktad zachowuje sie chaotycznie (2). Miarg chaotycznosci klasycznego uktadu jest
tzw. wyktadnik Lyapunowa.

Niestety, w przypadku uktadéw kwantowych kryterium zwigzane z wyktadniczym
rozbieganiem sie orbit w przestrzeni fazowej (dodatni wspdtczynnik Lyapunowa) przestaje byé
uzyteczne. Dzieje sie tak ze wzgledu na zasade nieoznaczonosci Heisenberga. Zgodnie z tg zasadg
jednoczesnego pomiaru obserwabli potozenia i pedu mozemy dokonac jedynie ze skoriczong
doktadnoscig, zatem w przestrzeni fazowej nie jesteSmy w stanie bada¢ orbit uktadu z dowolng
doktadnoscig. Z tego powodu poszukiwane s3 nowe sposoby opisu oraz badania kwantowych

uktaddédw chaotycznych.



W ostatnim czasie nastgpit znaczny wzrost zainteresowania badaniami chaotycznych uktadéw
kwantowych. Ze wzgledu na ogromne trudnosci napotykane w doswiadczeniach kwantowe uktady
chaotyczne bada sie gtdwnie teoretycznie. Dlatego tez weryfikacje doswiadczalne sg niezwykle cenne
i pozadane.

Standardowe metody weryfikacji chaotycznosci uktadu polegajg na badaniu statystycznych
wtasciwosci jego widma energetycznego w zakresie, w jakim jest ono dyskretne. W przypadku
wykorzystania funkcji korelacji spektralnych, takich jak rozktad odlegtosci najblizszych sgsiadéw
(Nearest Neighbor Spacing Distribution — NNSD) czy sztywnos¢ spektralna (A3), wysoce pozadana
jest znajomos¢ wszystkich wartosci wtasnych energii w analizowanym zakresie (3). Z tego wzgledu
bardzo istotna jest wiedza o kompletnosci widma badanego uktadu. Niestety, gubienie standow
energetycznych, szczegdlnie w przypadku badan doswiadczalnych, jest w praktyce nie do unikniecia.
Dzieje sie tak ze wzgledu na mozliwe degeneracje badz przekrywanie sie standw zwigzane z ich
skoriczong szerokoscig wynikajacg z absorpcji wewnetrznej oraz otwartosci uktadu. W takiej sytuacji
niezbedne jest wykorzystanie bardziej zaawansowanych metod analizy wynikéw doswiadczalnych,
ktore uwzgledniajg m.in. zaleznos$¢ funkcji korelacji krotko- i dalekozasiegowych od liczby zgubionych

stanow.

Metodologia badan

Obiektami moich badan byty sieci i wneki mikrofalowe, ktére w przypadku systemoéw jedno-
i dwuwymiarowych symulowaty odpowiednio grafy oraz bilardy kwantowe, a takze trojwymiarowe
wneki mikrofalowe, w ktérych wystepuje zjawisko chaosu kwantowego.

Grafy to potgczone w wierzchotkach, jednowymiarowe uktady kwantowe tworzgce strukture
sieci (rys. 1). Koncepcja graféw kwantowych po raz pierwszy zostata uzyta przez L. Paulinga do
badania elektrondw swobodnych w fancuchach molekularnych (4). Grafy znajdujg takze
zastosowanie w badaniach innych uktaddéw i zjawisk, m.in. kwantowych uktadéw nadprzewodzgcych

(5), modelu grawitacji kwantowej z dyskretng ewolucjg w czasie (6) czy choroby Alzheimera (7).

a) b) c)

Rys. 1.

Przyktady réznych topologii graféw kwantowych.



W badaniach doswiadczalnych symuluje grafy kwantowe za pomocg sieci mikrofalowych (8;
9; 10) (rys. 2a). Sie¢ to odpowiednio potgczone w wierzchotkach kable mikrofalowe (rys. 2b). Kable
petnia funkcje ramion grafu, a wierzchotkami grafu sg mikrofalowe ztacza wieloramienne wytwarzane

w naszym laboratorium.

Rys. 2.
a) Zdjecie sieci mikrofalowej symulujgcej szesciowierzchotkowy graf w petni potaczony.
b) Schemat przekroju kabla mikrofalowego. Kabel sktada sie z dwdch cylindrycznych przewodnikéw o promieniach ryir,
oraz wypetniajgcego przestrzerh miedzy nimi dielektryka o statej dielektrycznej e.

Symulacja ta jest mozliwa do czestotliwosci v, = m, ponizej ktérej w kablu propaguje sie fala
1 2

tylko w podstawowym modzie TEM. Wtedy to rdwnania Telegrafistéw dla ramion sieci

2 w?e

d
2V +—7Ui;(x0) =0 (1)
sg analogiczne z réwnaniami Schrédingera dla ramion graféw

2
%‘Pij(x)+E‘Pij(x) =0. (2)

W powyzszych réwnaniach funkcja falowa W;;(x) opisuje ruch czastki na ramieniu grafu kwantowego
taczacym wierzchotki i z j oraz spetnia na nich warunki brzegowe Dirichleta (‘Pl-j(x)=0)
badZ Neumanna (ciagtos¢ funkcji). U;j(x) oznacza réznice potencjatu pomiedzy koncentrycznymi

przewodnikami kabla.

2
Rownania sg analogiczne, jesli przyjmiemy, iz Zh—m =1, gdzie m jest masg czastki poruszajgcej sie

w ramionach grafu, oraz W;;j(x) & U;j(x), za$ role energii E pefni kwadrat wektora falowego

2 w?e
k —_ 7.
W celu symulacji graféw kwantowych ze ztamang symetrig wzgledem odwrdcenia czasu, czyli
uktaddéw, ktérych wartosci wtasne energii posiadajg takie same statystyczne wiasciwosci jak wartosci

wtasne unitarnych macierzy (Gaussian Unitary Ensemble — GUE, f = 2) opisanych w teorii macierzy
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przypadkowych (Random Matrix Theory — RMT), na wierzchotki sieci wprowadzitem cyrkulatory

mikrofalowe (rys. 3a).
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Rys. 3.

a) Schemat uktadu pomiarowego stuzgcego do symulacji graféw ze ztamana symetrig wzgledem odwrdcenia czasu. Oprécz
cyrkulatoréw sie¢ zawiera ttumiki.
b) Zdjecie cyrkulatora mikrofalowego wraz z zaznaczonymi mozliwymi kierunkami propagacji sygnatu. Na zdjeciu
widoczne sg takze ttumiki 2dB.
c) Schemat uktadu pomiarowego stuzgcego do eliminacji proceséw bezposrednich.
Rysunek opublikowano w pracy H1.

Rysunek 3b przedstawia zasade dziatania cyrkulatora. Fala wchodzgca do pierwszego portu
urzadzenia moze wyjs¢ z niego jedynie portem drugim, fala wchodzaca portem drugim moze wyjsc¢
jedynie portem trzecim, a fala wchodzgca portem trzecim moze opusci¢ cyrkulator tylko portem
pierwszym. Sie¢ bez cyrkulatoréw symuluje graf z zachowaniem symetrii wzgledem odwrdcenia czasu
(Gaussian Orthogonal Ensemble — GOE, § =1 w RMT). Nalezy podkresli¢, ze pojawity sie prace

pokazujgce mozliwosé wykorzystania sieci mikrofalowych z cyrkulatorami do badania uktadéw ze



spinem (Gaussian Sympletic Ensemble — GSE, § = 4 (11)). Sieci mikrofalowe sg zatem unikatowymi
obiektami pozwalajgcymi na doswiadczalne badanie wszystkich trzech klas symetrii zdefiniowanych
w RMT. W wielu moich publikacjach (12; 13; 14; 15; 16) rozwazane byty takze dwuwymiarowe (2D)
chaotyczne bilardy kwantowe (17; 18; 19) oraz symulujgce je ptaskie rezonansowe wneki
mikrofalowe ale ta bardzo interesujgca tematyka zostata omdéwiona w moim dorobku naukowym.

Za pomocg wektorowego sieciowego analizatora (Vector Network Analyzer — VNA) mierzytem
widmo macierzy rozpraszania zaréwno sieci, jak i wnek mikrofalowych. Analizator Agilent E8364B
(rys. 2a) umozliwiat pomiary jedno- i dwuportowe. W wyniku pomiaru jednoportowego otrzymujemy
jednoelementowg macierz rozpraszania S = VRe®® aw przypadku pomiaru dwuportowego macierz
czteroelementowa:

& 511 512]
S= ) (3)
521 522

a microwave system

Rys. 4.

Przedstawienie sygnatéw i odpowiadajacych im elementéw macierzy rozpraszania § w przypadku pomiaru dwuportowego

Elementy diagonalne tej macierzy zwigzane sg z sygnatami wchodzgcymi do i wychodzgcymi z uktadu
tym samym wejsciem/wyjsciem (odbitymi od uktadu), a pozadiagonalne z sygnatami przechodzgcymi

przez uktad z jednego portu do drugiego (rys. 4).

Analiza zagadnienia zgubionych wartosci wtasnych w widmach uktadéw

symulujacych chaotyczne uktady kwantowe

We wstepie wspomniatem, ze wiele badan chaotycznych uktadéw kwantowych polega na analizie
statystycznych witasciwosci widm energetycznych tych uktadéw. Dlatego w tych badaniach tak istotna
jest mozliwo$¢ znalezienia jak najwiekszej liczby pozioméw energetycznych. Jest to powaziny
problem, szczegdlnie w przypadku analizy widm doswiadczalnych, rzeczywistych uktadéw fizycznych,

tak jak ma to miejsce chociazby w badaniach jgder atomowych czy czgsteczek (20; 21; 22; 23).



Jedng z przyczyn gubienia standw jest naktadanie sie poziomdéw energetycznych, ktére
wynika z ich skonczonej szerokosci zwigzanej z absorpcjg wystepujgcg w rzeczywistych uktadach
fizycznych. W pracy H1 opisuje swoje badania ukfadu z silng absorpcja. W ramach tych badan
skonstruowatem szesciowierzchotkowg sie¢ w petni potaczong, tzn. kazdy z szeSciu wierzchotkow byt
potgczony z pozostatymi. Na cztery wierzchotki sieci wprowadzitem cyrkulatory mikrofalowe (rys. 3a).
Sie¢ ta symulowata zatem heksagonalny graf kwantowy ze ztamang symetrig wzgledem odwrdcenia
czasu, czyli uktad typu GUE w RMT. Silng absorpcje w uktadzie uzyskatem, wprowadzajgc na ramiona
sieci ttumiki mikrofalowe 1dB i 2dB. Na rysunku 3b mozemy zobaczy¢ ttumiki 2dB. Rysunek 3c
przedstawia uktad pomiarowy, ktérego uzytem w celu eliminacji tzw. proceséw bezposrednich.
Procesy te wynikajg z odbicia czesci sygnatu przed wejsciem do uktadu oraz z przejscia sygnatu
bezposrednio przez kabel tgczacy wierzchotki wejscia/wyjscia. Dla tak skonstruowanych sieci
zmierzytem widma dwuportowej macierzy rozpraszania S, dla poszczegdlnych realizacji sieci
réznigcych sie dtugosciami ramion. Dtugosci ramion byty modyfikowane za pomocg przesuwnikéw
fazowych (rys. 3a).

Wprowadzenie silnej absorpcji powodowato, ze niemozliwe byto poprawne wyznaczanie

pozycji rezonansow w otrzymanych widmach. Miarg efektywnej wielkosci absorpcji jest wspdtczynnik

2nrl . . . .. . . .
Y = =Vabs + T, + T,. W wyrazeniu tym I' oznacza srednig szeroko$¢ rezonanséw, a A $rednig

odlegtos¢ pomiedzy nimi. T;—, ), oznacza transmisje bedgca miarg otwartosci uktadu, czyli jego
potgczenia z otoczeniem a y,;s jest wspétczynnikiem absorpcji wewnetrznej. W przypadku moich
eksperymentdw sie¢ z otoczeniem byta potgczona kablami doprowadzajgcymi sygnaty z i do portéw
a i b analizatora mikrofalowego. W analizie teoretycznej kabel mozemy traktowac jako ramie o
nieskoiczonej dtugosci taczace graf ze Swiatem zewnetrznym.

Dla sieci z ttumikami 1dB sredni wspdtczynnik (y) wynosi 19.4. Przy uzyciu ttumikéw 2dB
$rednia warto$¢ (y) wzrosta do 48.4. Wartosci te uzyskatem przez dopasowanie doswiadczalnych
rozktadow wspétczynnika odbicia P(R) do rozktadéw teoretycznych (24). Otrzymane rozktady wraz
z dopasowanymi krzywymi teoretycznymi przedstawia rysunek 5. Puste kotka pokazujg
doswiadczalne rozktady dla sieci z ttumikami 1dB, a czerwone petne kdétka rozktad dla sieci
z ttumikami 2dB. Nastepnie pordwnatem doswiadczalne rozktady rzeczywistej i urojonej czesci
macierzy reakcji Wignera K z rozktadami teoretycznymi przewidzianymi dla otrzymanych wartosci y.
Macierz reakcji Wignera zwigzana jest z macierzg rozpraszania nastepujaca relacja:

R=i—. (@)

Czes$¢ rzeczywista macierzy Wignera przedstawia rysunek 6, cze$¢ urojong rysunek 7.

Rozktady przedstawiono za pomocg takich samych symboli jak na rysunku 5.
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Doswiadczalne rozktady wspétczynnika odbicia uzyskane dla sieci mikrofalowych z ttumikami 1dB (puste kétka) oraz
z ttumikami 2dB (petne punkty). Rozktady doswiadczalne poréwnano z przewidywaniami teoretycznymi (linie ciggte).
Rysunek opublikowano w pracy H1.
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Doswiadczalne rozktady rzeczywistej czesci macierzy reakcji Wignera Doswiadczalne rozktady urojonej czesci macierzy reakcji Wignera
uzyskane dla sieci mikrofalowych z ttumikami 1dB (puste kétka) oraz uzyskane dla sieci mikrofalowych z ttumikami 1dB (puste kétka)
z ttumikami 2dB (petne punkty). Rozktady doswiadczalne poréwnano oraz z ttumikami 2dB (petne punkty). Rozktady doswiadczalne
z przewidywaniami teoretycznymi (linie ciggte). Dla poréwnania poréwnano z przewidywaniami teoretycznymi (linie ciagte). Dla
pokazano teoretyczne rozktady dla uktadéw typu GOE — linie poréwnania pokazano teoretyczne rozktady dla uktadéw typu
przerywane. GOE - linie przerywane.
Rysunek opublikowano w pracy H1. Rysunek opublikowano w pracy H1.

Wyniki sg w bardzo dobrej zgodnosci z przewidywaniami teoretycznymi przedstawionymi liniami
ciggtymi. Ponadto w H1 pokazatem, ze w obecnosci silnej absorpcji wewnetrznej wptyw otwartosci
kanatow jest pomijalny, a zbadane rozktady mozna zastgpi¢ przyblizonymi formutami
eksponencjalnymi (25) (wstawka na rys. 5 i rys. 7).

Uzyskane wyniki wskazujg, ze rozktady P(v) i P(u) tj. urojonej i rzeczywistej czesci
diagonalnych elementéw macierzy reakcji Wignera K wraz z elastycznym wspdtczynnikiem
wzmocnienia Wg moga by¢ wykorzystane do wyznaczenia sity absorpcji wystepujgcej w uktadzie oraz

do jednoznacznej identyfikacji symetrii czasowej uktadu.



Elastyczny wspotczynnik wzmocnienia Wﬁ jest inng, poza macierzg reakcji Wignera miarg,
ktora moze postuzy¢ do weryfikacji chaotycznosci uktadu w przypadku niemoznosci wyznaczenia
kompletnego widma poziomdéw energetycznych. Wspdtczynnik ten byt wykorzystywany w badaniach
fizyki jadrowej (26; 27; 28) i zdefiniowany jest jako stosunek wariancji diagonalnych elementéw
dwuportowej macierzy § do wariancji jej elementéw pozadiagonalnych (29). Wielkoé¢ ta byta juz
badana w uktadach chaotycznych (30; 31; 32).

W pracy H2 pokazatem, jak mozemy uzyska¢ informacje o liczbie zgubionych wartosci
wtasnych energii w widmie uktadu chaotycznego. Wiedza ta jest szczegdlnie cenna w analizie
wynikdéw eksperymentalnych, gdzie ze wzgledu na degeneracje i/lub ich naktadanie sie rezonansow
badanego uktadu, niemozliwa jest identyfikacja potozen wszystkich rezonanséw. W publikacji H2
przedstawitem sposéb  postepowania, prowadzacy do okreslenia liczby niezarejestrowanych
rezonanséw, na przykfadzie analizy uzyskanych w pomiarach dwuportowych widm macierzy S dla
tréjwymiarowej chaotycznej wneki mikrofalowej. O chaotycznym charakterze tego uktadu
decydowaty ,chropowate” $cianki oraz lekko wypukte dno wneki (rys. 8). Rézne konfiguracje uktadu
realizowano poprzez obrét wprowadzonego do Srodka rozpraszacza (rys. 8a) oraz zmiane pozycji

anten (pozycje A4, A3, A3 rysunek 8a).

Rys. 8.

Tréjwymiarowa, mikrofalowa wneka rezonansowa.
Zdjecie zamknietej wneki pokazujgce pozycje anten A;, A;, As. Wstawka pokazuje ksztatt wprowadzonego do wewnatrz

rozpraszacza.

W przypadku takiego uktadu nie istnieje formalna analogia miedzy réwnaniem Schrodingera
dla tréjwymiarowego bilardu kwantowego a tréjwymiarowym réwnaniem Helmholtza. Wynika to
z faktu, ze pole elektromagnetyczne nie moze by¢ opisane za pomocga funkcji skalarnej, jaka jest

funkcja falowa. Mimo to pokazano, ze niektdére zaleznosci przewidziane dla chaotycznych uktadéw
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kwantowych, na przyktad rozktad najblizszych sgsiadéw NNSD, sg takie same jak zaleznosci uzyskane
dla tréjwymiarowych chaotycznych wnek rezonansowych (33; 34). Skionito mnie to do
przeprowadzenia badan takze uktadéw 3D.

W celu okreslenia liczby zgubionych standw wykorzystuje sie krotko- i dalekozasiegowe
funkcje korelacji miedzy poziomami energetycznymi. W pierwszej kolejnosci obliczamy korelacje
krotkozasiegowe. W omawianej pracy byt to rozktad najblizszych sgsiadow. Na rysunku 9a
przedstawiam rozktad doswiadczalny NNSD (histogram), opublikowany w pracy H2, wraz
z przewidywaniami teoretycznymi dla dwdch przypadkéow: widma kompletnego (czarna, ciggta linia)
oraz widma niekompletnego, w ktérym brakuje 11% energii wtasnych (czerwona, przerywana linia)
(35). Na rysunku 9b przedstawiono scatkowany rozktad NNSD. Liczbe zgubionych stanéw wtasnych
wyraza sie za pomocg parametru ¢, utamka zaobserwowanych stanéw, o wartosci z przedziatu (0; 1),
gdzie 1 oznacza kompletne widmo, a 0 brak wszystkich stanéw. Jak widaé na rysunku, rozktad
najblizszych sgsiadéw nie jest bardzo czuty na liczbe zgubionych standéw. Wyznaczajagc NNSD,
otrzymujemy jednak jednoznaczng odpowiedz na pytanie, czy ukfad jest chaotyczny i do jakiej klasy

symetrii w RMT nalezy.

L log, (k)

Rys. 9.

Doswiadczalne rozktady funkcji korelacji uzyskane dla tréjwymiarowej, mikrofalowej wneki rezonansowej. Rozktady
uzyskano dla ¢ = 0.89. Wyniki poréwnano z przewidywaniami teoretycznymi dla przypadku widma kompletnego (ciagte,
czarne linie) oraz przypadku zgubienia 11% energii wtasnych (przerywane, czerwone linie). Na wstawkach w rysunkach
pokazano rozktady doswiadczalne uzyskane z kompletnych widm dziewieciu konfiguracji w przedziale 7-9 GHz.

a) Rozktad najblizszych sasiadéw NNSD (histogram).

b) Scatkowany rozktad NNSD (puste, czarne kétka).
¢) Rozktad funkcji A; (puste, czarne kétka).

d) Rozktad funkcji S(I;') (puste czarne romby).

Rysunek opublikowano w pracy H2.
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Dzieki temu mozemy obliczy¢ odpowiednie funkcje korelacji dalekozasiegowych, takie jak 2
i A;. W pracy (35) podano zaleznos¢ tych funkcji od parametru ¢. Liczbe zgubionych stanéw
energetycznych mozemy zatem uzyskac poprzez dopasowanie wartosci ¢, tak by rozktad teoretyczny
byt w jak najlepszej zgodnosci z rozktadem doswiadczalnym.

Dopasowanie takie dla funkcji A; przedstawia rysunek 9c, gdzie linie ciggte czarna
i czerwona to krzywe teoretyczne dla ¢ = 1i ¢ = 0.89, za$ kétka oznaczajg dane doswiadczalne. Jak
wida¢, funkcje te sg znacznie bardziej niz NNSD czute na liczbe zgubionych wartosci wtasnych.

Inng funkcja korelacji, jeszcze bardziej czutg na liczbe zgubionych poziomdéw energetycznych,
jest widmowa moc dyskretnych i skoriczonych szeregéw S(E). Poréwnanie rozktadu doswiadczalnego
(romby) z dopasowang krzywa teoretyczng (czerwona, przerywana linia) pokazane na rysunku 9d
potwierdza, ze w eksperymencie tracimy 11% rezonanséw.

Na podkreslenie zastuguje fakt, ze postepowanie to sprawdza sie nawet dla ¢ = 0.5.
Zostato to zweryfikowane poprzez losowe zmniejszenie liczby rezonanséw znalezionych
doswiadczalnie o 39 p.p. (punktéw procentowych) i dopasowanie do rozktadéw tak zmniejszonego

zbioru danych doswiadczalnych odpowiednich krzywych teoretycznych.

1.0

(b)
0.8f

I(s)

ok @
~ 0.4} o

02} A&

S
0.0 i i i i i i i
0 5 10 15 20 25 20 15 -1.0 -05
L log, (k)
Rys. 10.

Doswiadczalne rozktady funkcji korelacji uzyskane dla tréjwymiarowej, mikrofalowej wneki rezonansowej. Rozktady
uzyskano dla ¢ = 0.7.

Rezonanse zostaty zgubione w sposéb nieprzypadkowy. Wyniki poréwnano z przewidywaniami teoretycznymi
(przerywane, czerwone linie) oraz otrzymanymi przy pomocy wartosci wtasnych macierzy przypadkowych (przerywane,
zielone linie).

a) Rozktad najblizszych sasiaddw NNSD (histogram).

b) Scatkowany rozktad NNSD (puste, czarne kétka).
¢) Rozktad funkcji A; (puste, czarne kétka).

d) Rozktad funkgcji S(I;) (puste czarne romby).

Rysunek opublikowano w pracy H2.
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Otrzymane wyniki pokazujg wiec, ze prezentowana metoda nie jest skuteczna, gdy zgubione
poziomy energetyczne sg ze sobg skorelowane. By potwierdzi¢ te obserwacje, wygenerowano
wartosci wtasne macierzy przypadkowych typu GOE, a nastepnie usunieto 30% z nich w taki sam
sposdb, jak utracono je w widmach eksperymentalnych. Najpierw 11% zostato usuniete losowo.
Nastepnie usuwana byta jedna z pary dwdch najblizszych siebie wartosci az do momentu uzyskania
¢ = 0.7. Dla tak zmodyfikowanych ciggéw wartosci wtasnych macierzy przypadkowych obliczono
funkcje korelacji (kropkowane, zielone linie na rysunku 10). Otrzymane rozktady tych funkcji okazujg
sie zgodne z otrzymanymi dla zmodyfikowanych widm doswiadczalnych.

Badania te przyczynity sie do powstania pracy doktorskiej Vitalilego Yunko, ktérej bytem
promotorem pomocniczym. W rozdziale VIII pracy doktorskiej dr Yunko przedstawit wyniki
otrzymane dla mniejszej liczby rezonanséw niz w pracy H2, z parametrem ¢ wynoszacym
odpowiednio 0.85 oraz 0.65, testujgc w ten sposdb uzytecznos¢ funkcji korelacji w przypadku

wiekszej liczby zgubionych rezonansdw.

Witasciwosci graféw kwantowych wynikajace z ich topologii

W trakcie badan uktadow, w ktérych gubiono wartosci wtasne w widmach doswiadczalnych,
zainteresowat mnie temat wtasciwosci widm graféw kwantowych i sieci mikrofalowych wynikajgcych
z ich topologii. Jak sie okazato, konstruujgc grafy kwantowe o odpowiedniej topologii, mozemy
uzyska¢ uktady jednakowo rozpraszajagce badz o liczbie wartosci wtasnych energii mniejszej, niz

przewidziana przez prawo Weyla.

Grafy kwantowe jednakowo rozpraszajace

Pierwszym problemem zwigzanym z topologig graféw kwantowych, ktérym sie zajatem, byto
sprawdzenie mozliwosci istnienia dwdch uktadéw, ktére pomimo réznych ksztattdw rozpraszaja fale
elektromagnetyczng w ten sam sposdb. Efektem tych badan byty publikacje H3 i H4.

Tytut pracy H3 brzmi: Are Scattering Properties of Graphs Uniquely Connected to Their
Shapes? Redakcja prestizowego czasopisma Physica Review Letters wyrdznita naszg publikacje,
umieszczajac zdjecie uktadu pomiarowego opisanego w tej pracy na oktadce numeru. Tytut publikacji
nawigzuje do stynnego pytania zadanego w 1966 roku przez Marka Kaca: Can one hear the shape of
a drum? (36). Pytanie to okazato sie tak niebanalne, ze odpowiedzi na nie udzielono dopiero prawie

trzydziesci lat pozniej. W 1992 roku C. Gordon, T. Webb i S. Wolpert przy uzyciu teorii T. Sunady (37),
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pokazali dwa dwuwymiarowe uktady majace rozny ksztatt, lecz posiadajgce takie samo widmo energii
wtasnych (38; 39). Ten teoretyczny wywdd eksperymentalnie potwierdzili dwa lata pdzniej S. Sridhar
i A. Kudroli (40).

Badania zwigzane z pytaniem Marka Kaca w kontekscie graféw kwantowych rozpoczeli
B. Gutkin i U. Smilansky (41).

Temat byt kontynuowany w serii kolejnych publikacji (42; 43; 44; 45). W pracach (44; 45)
autorzy rozwineli teorie Sunadiego, pokazujagc metode uzyskiwania pary graféw kwantowych
posiadajgcych rézng topologie, lecz to samo widmo. Istotnymi elementami tych graféw sg kanaty

faczace je ze $wiatem zewnetrznym.

Rys. 11.

Uktad do$wiadczalny stuzacy do zmierzenia widma czteroelementowej macierzy rozpraszania S
dwdch sieci mikrofalowych o réznym ksztatcie, lecz tym samym widmie wyznacznika macierzy S.
aic) Odpowiednio: schemat i zdjecie szesciowierzchotkowej sieci (sie¢ I). b i d) Odpowiednio: schemat i zdjecie
czterowierzchotkowej sieci (sie¢ II).
e) Zdjecie sieci czterowierzchotkowej podtaczonej do wektorowego analizatora mikrofalowego.
Rysunek opublikowano w pracy H3.

Jako pierwszy dokonatem doswiadczalnej weryfikacji tej metody. W tym celu
skonstruowatem odpowiednie sieci mikrofalowe. Jedna byta siecig o szesciu wierzchotkach
i pieciu ramionach (sie¢ I), druga posiadata cztery wierzchotki i cztery ramiona (sie¢ II). Sieci rdznity

sie tez warunkami brzegowymi na wierzchotkach. Pierwsza z wymienionych posiadata dwa
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wierzchotki z warunkami brzegowymi Dirichleta, a druga posiadata tylko jeden taki wierzchotek.

Schemat graféw i zdjecia skonstruowanych w naszym laboratorium sieci znajdujg sie na rysunku 11.

Dla obu ukfadéw przeprowadzitem dwuportowe pomiary widma czteroelementowej

macierzy rozpraszania S (rys. 12e). Nastepnie obliczytem wyznaczniki obu widm. W zakresie

czestotliwosci 0.01-1.7GHz, zaréwno amplitudy

det (f(v))(l)| =

o (I
det (S(v)) | (rys. 12a), jak

. ()] . (€0))
i fazy tych wyznacznikéw Im[log(det(S(v)) )]=Im[log (det(S(v)) )] (rys. 12b) sa

identyczne.

Ponadto pokazano, jak zmienia sie widmo macierzy pierwszej sieci (I) przy zmianie warunku

brzegowego jednego z wierzchotkdéw. Warunek brzegowy Neumana zmienitem na warunek brzegowy

Dirichleta. W takim przypadku sieci przestajg by¢ jednakowo rozpraszajace (rys. 12ci 12d).
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Rys. 12.

Doswiadczalne widma wyznacznika czteroelementowej macierzy rozpraszania S.
a) Amplituda wyznacznika macierzy S uzyskana dla sieci szeSciowierzchotkowej (sie¢ I — czerwone kétka) oraz sieci

czterowierzchotkowej (sie¢ Il — ciggta, niebieska linia).

b) Faza wyznacznika macierzy S uzyskana dla sieci szeSciowierzchotkowej (sie¢ I — czerwone kétka) oraz sieci

czterowierzchotkowej (sie¢ I1 — ciggta, niebieska linia).

¢) Amplituda wyznacznika macierzy S uzyskana dla sieci szesciowierzchotkowej (sie¢ I — czerwone kétka), w ktérej na
jednym z wierzchotkéw zmieniono warunki brzegowe z Neumanna na Dirichleta, oraz sieci czterowierzchotkowej

(sie¢ I — ciggta, niebieska linia).

d) Faza wyznacznika macierzy S uzyskana dla sieci szesciowierzchotkowej (sie¢ I — czerwone kétka), w ktérej na jednym
z wierzchotkéw zmieniono warunki brzegowe z Neumanna na Dirichleta, oraz sieci czterowierzchotkowej

(sie¢ II — ciggta, niebieska linia).
Rysunek opublikowano w pracy H3.
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Waznym wynikiem pracy H3 jest z eksperymentalna weryfikacja relacji transplantacji:

S = 7718w, (5)
gdzie T = [1

elementy macierzy rozpraszania dla drugiej sieci. Na rysunku 13 przedstawitem wyniki z pracy H3, tj.

_11]. Dzieki tej relacji znajac elementy macierzy S jednej z sieci, mozemy obliczy¢

widma elementéw macierzy rozpraszania S otrzymane w wyniku transformacji macierzy rozpraszania
sieci czterowierzchotkowej (II — ciggta niebieska linia). Punktami czerwonymi oznaczono widma
elementoéw $ sieci szedciowierzchotkowej (I). Jak wida¢, uzyskaliémy bardzo dobrg zgodno$¢ miedzy

tymi widmami.
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Rys. 13.

Do$wiadczalne widma elementéw macierzy rozpraszania S dla sieci sze$ciowierzchotkowej (sie¢ I — czerwone kétka) oraz
uzyskana przy pomocy widma sieci czterowierzchotkowej (siec 1) i macierzy transformacji T (ciagta, niebieska linia).
Rysunek opublikowano w pracy H3.

W publikacji H4 pokazatem wyniki dla sieci jednakowo rozpraszajacych w szerszym zakresie
czestotliwosci 0-3 GHz. Wyzsza czestotliwos¢, czyli mniejsza diugosé fali oznacza znaczny wzrost
czutosci na wszelkie niedoskonatosci uktadu pomiarowego. Wyeliminowanie tych niedoskonatosci
jest duzym wyzwaniem dla doswiadczalnikéw.

W publikacji H4 rozwazatem istotne cechy lokalne charakteryzujgce oba grafy, takie jak bieguny

macierzy S oraz struktury rezonanséw. Wykazano, ze przedstawione grafy sg grafami izopolarnymi.
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Oznacza to, ze posiadaja bieguny wyznacznika macierzy rozpraszania w tych samych miejscach
zespolonej ptaszczyzny czestotliwosci. Nalezy zauwazyé, ze grafy, ktdre sg izopolarne, nie muszg by¢
grafami izofazowymi, czyli grafami, ktére maja takie samo widmo fazy. Grafy izofazowe natomiast
gwarantuja, ze sa one takze izopolarne. W pracy H4 wyznaczono wspétrzedne biegunéw macierzy S
na ptaszczyznie zespolonej. Pozycje te sy zwigzane z wartosciami wtasnymi wektora falowego,
bedacymi rozwigzaniami rownania Telegrafistow. Wartosci witasne wektora falowego, jako
odpowiednik energii wtasnych graféw kwantowych, mozemy zapisa¢ jako k; = 2771 (v; + iAv)), gdzie

Av; jest potéwkowa szerokoscig rezonansu. Biegun macierzy rozpraszania ma zatem wspétrzedne

(vl' Avl)-

Poréwnatem petne szerokosci rezonanséw w widmie eksperymentalnym Avé*P z wynikajgcymi

Avexp

zm;cal) = 0.99 + 0.13, potwierdzajgc tym

z obliczen pozycjami biegunéw (vcal,Avc‘”) i otrzymatem (
samym wysokg jakos¢ przeprowadzonych eksperymentéw. W H4 przedstawiono takze analityczne
formuty umozliwiajace obliczenie wszystkich czterech elementéw macierzy S wyprowadzone przez

Adama Sawickiego.

Weylowskie i nieweylowskie grafy kwantowe

Kolejny temat moich badan zwigzany z topologig grafow tgczyt sie z mozliwoscig uzyskania tzw.
grafow nieweylowskich (H5). Prawo Weyla mowi, ze gestos¢ wartosci wiasnych grafu dazy

asymptotycznie do p =% wraz ze wzrostem ich liczby do nieskoriczonosci. £ =)Y,;¢; jest suma

dtugosci ramion grafu. Gestos¢ jest zatem niezmienna w funkcji czestotliwosci i zalezy jedynie od
catkowitej dtugosci grafu L. Dla graféw zamknietych (graféw bez kanatow taczacych je ze Swiatem

zewnetrznym) liczba warto$ci wtasnych zawartych w przedziale (0, R) dana jest wyrazeniem (46):

N(R) ==R +0(1), (6)
gdzie O(1) jest funkcja, ktéra dla R — +oo dazy do 1.

W przypadku sieci mikrofalowych liczbe rezonanséw w przedziale czestotliwosci (0,v) mozemy

zatem zapisac jako:
N(@) ==v+0(1). (7)

Podtaczenie kanatéw sprawia, ze nasz graf staje sie uktadem otwartym. Mozna by sie spodziewac, ze
zmiana ta nie wptynie na liczbe poziomdéw energetycznych, a jedynie na ich szerokosé. Jednak, jak

pokazali E. B. Davis i A. Pushnitski (47), nie jest to regutg dla wszystkich graféw. Udowodniono, ze
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istniejg grafy, dla ktorych liczba poziomoéw energetycznych jest mniejsza od przewidywanej przez
formute 7. Takie grafy nazywane sg grafami nieweylowskimi w odrdznieniu od graféw spetniajacych
réwnanie 7 nazywanych grafami weylowskimi. W pracy (47) pokazano, ze istnieje prosty topologiczny
warunek pozwalajgcy na dokonanie takiego rozrdznienia. Graf staje sie nieweylowski wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje wierzchotek, w ktdrym taczy sie tyle samo ramion grafu, co kanatéw
otwierajgcych ten ukfad (wierzchotek numer 1 na rys. 14b). W pracach (48; 49) sprawdzono, ze
warunek ten determinuje powstanie grafu nieweylowskiego dla réznych warunkdéw brzegowych na
pozostatych wierzchotkach oraz w obecnosci pola magnetycznego.

W pracy H5 przedstawitem wyniki pomiaréw dla zaprojektowanej i skonstruowanej przeze
mnie pary sieci mikrofalowych. Réznity sie one jedynie miejscami podtgczen kanatédw. Role kanatéw
petnity kable analizatora wektorowego (rys. 14c i 14d). Jak widaé na rysunku 14d, jedna z sieci
posiada wierzchotek faczagcy dwa ramiona wewnetrzne oraz dwa kable analizatora (wierzchotek

numer 1 na rysunku 14d).

Rys. 14,
a i c¢) Odpowiednio: schemat i zdjecie wykonanej sieci symulujacej graf weylowski.
b i d) Odpowiednio: schemat i zdjecie wykonanej sieci symulujacej graf nieweylowski.
Rysunek opublikowano w pracy H5.

Catkowita dtugosc¢ sieci L = 0.999 m. Dla takiej dtugosci sieci prawo Weyla przewiduje w przedziale
czestotliwosci 0.3-2.2 GHz istnienie trzynastu rezonansow; taka tez liczbe rezonanséw (rys. 15a)
otrzymujemy dla sieci pokazanej na rysunku 14c. Po podtgczeniu obu kanatéw do wierzchotka nr 1
(rys. 14d) liczba zarejestrowanych rezonanséw spada do jedenastu. Liczba ta jest zgodna
z wyprowadzonym w pracy (50) rdwnaniem pozwalajgcym obliczy¢ liczbe rezonanséw w grafie
nieweylowskim o dtugosci L. W réwnaniu tym pojawia sie dtugos¢ najkrotszego z ramion grafu, ktére

faczg sie w wierzchotku decydujagcym o spetnieniu, badz nie, prawa Weyla (wierzchotek nr 1).
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W naszym przypadku jest to ramie ¥, przy wierzchotku nr 1, a liczba rezonanséw dla naszej sieci

nieweylowskiej okreslona jest rownaniem:

L—fz
Vs

N@) = v+ 0(1). (8)

Rownanie to zostato pozytywnie zweryfikowane w przypadku pary innych sieci z dtuzszymi
ramionami ¥4 i £,. Ramiona te zostaty wydtuzone o 0.076 m. Zgodnie z oczekiwaniami dla sieci
weylowskiej otrzymalismy pietnascie rezonanséw, a dla nieweylowskiej dwanascie (rys. 15b i 15d).

Otrzymane rezultaty zostaty potwierdzone wynikami obliczen numerycznych. Czerwone strzatki na

rysunku 15 przedstawiajg pozycje rezonanséw uzyskane z obliczen.
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Rys. 15.

Doswiadczalne widma uzyskane dla sieci symulujacych grafy weylowskie i nieweylowskie.
a) Widmo uzyskane dla podtaczenia kabli zapewniajgcego, ze siec jest weylowska.
b) Widmo uzyskane dla podtgczenia kabli zapewniajacego, ze siec jest nieweylowska.
¢) Widmo uzyskane dla podtaczenia kabli zapewniajgcego, ze siec jest weylowska dla sieci o wydtuzonych ramionach i £,.
d) Widmo uzyskane dla podtaczenia kabli zapewniajacego, ze siec jest nieweylowska dla sieci o wydtuzonych ramionach £, i €.
Rysunek opublikowano w pracy H5.

Nalezy podkreslic, ze wykonanie wierzchotka gwarantujgcego, iz sie¢ bedzie uktadem
nieweylowskim, okazato sie skomplikowanym wyzwaniem doswiadczalnym. Niewielkie odstepstwo
od symetrycznego podziatu sygnatu w tym wierzchotku powodowato, ze graf pozostawat grafem

weylowskim. Skonstruowanie takiego poprawnie dziatajgcego uktadu jest zatem duzym osiggnieciem

nie tylko czysto badawczym, ale takze praktycznym.
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Podsumowanie

Cykl publikacji, bedgcy podstawg mego wniosku habilitacyjnego, dotyczy badan wtasciwosci uktadéw
mikrofalowych i kwantowych, w ktérych wystepuje zjawisko chaosu falowego. Mozna go podzieli¢ na
dwie grupy.

Pierwsza grupa, a wiec prace H1-H2, dotyczy problemu zwigzanego z analizg uzyskanych
doswiadczalnie widm uktadéw mikrofalowych, w ktérych nie jest mozliwe wykrycie wszystkich
poziomdéw energetycznych w badanym zakresie, co w konsekwencji prowadzi do trudnosci
z poprawnym opisem badanych uktadéw. W pracy H1 przeanalizowatem rozktady macierzy reakcji
Wignera i wspdtczynnika odbicia dla sieci mikrofalowych symulujgcych kwantowe grafy ze ztamang
symetrig wzgledem odwrdcenia w czasie, ktére mogg by¢ pomocne w charakteryzowaniu uktadéw
nawet w przypadku bardzo silnej absorpcji, a wiec w sytuacji bardzo silnego przekrywania sie
rezonansow. Wyniki doswiadczalne zostaty pordwnane z przewidywaniami teoretycznymi. Wykazano
bardzo dobrg ich zgodnos¢. Jako pierwszy zweryfikowatem doswiadczalnie dla uktadéw typu GUE
mozliwos$¢ zastgpienia doktadnych formut opisujgcych wspomniane rozktady przyblizonymi
formutami w postaci eksponencjalnej. Dodatkowo wykazatem, ze w przypadku bardzo silnej absorpcji
wewnetrznej wptyw kanatéw (pomiar dwuportowy) otwierajgcych uktad nie wptywa istotnie na jego
charakterystyki.

Praca H2 zawiera opis procedury weryfikujgcej, czy widmo badanego uktadu jest widmem
kompletnym. W przypadku widm niekompletnych procedura ta pozwala na okreslenie liczby
zgubionych wartosci wtasnych energii. Przetestowatem te metode dla uktadéw tréjwymiarowych. Co
szczegolnie istotne, pokazatem, ze procedure te mozna stosowac jedynie w przypadku losowego
gubienia stanéw wtasnych.

Druga grupa prac, H3-H5, dotyczy badan zaleznosci wtasciwosci graféw kwantowych od ich
topologii. W pracach H3-H4 przedstawitem doswiadczalne badania dwdch sieci mikrofalowych
o takim samym widmie wyznacznika czteroelementowej macierzy rozpraszania, mimo ze majg one
bardzo rézng topologie. Pokazatem, ze sieci te posiadajg takie same potozenia biegunéw macierzy
rozpraszania, a wspotrzedne tych biegundw odpowiadajg potozeniu i potowkowej szerokosci
rezonansdw. Dodatkowo zademonstrowatem, jak istotne jest zapewnienie odpowiednich warunkéw
brzegowych na wierzchotkach graféw. W pracy H5 pokazatem doswiadczalnie mozliwosé
skonstruowania grafumikrofalowego, ktéry nie spetnia prawa Weyla. Potwierdzitem, ze istnienie
grafu nieweylowskiego zwigzane jest z topologia grafu. Ponadto wykazatem doswiadczalnie, ze liczba

wartosci whasnych energii w takim grafie zwigzana jest z dtugoscig konkretnego ramienia.
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Skonstruowane i badane przeze mnie sieci i wneki mikrofalowe symulujg grafy i bilardy
kwantowe, ktére jako modele, sg wykorzystywane do badan drutéw, kropek oraz innych uktadéw
kwantowych. Prowadzone przeze mnie badania doswiadczalne przyczynity sie zatem do poszerzenia
wiedzy na temat witasciwosci tych oraz innych chaotycznych uktadéw kwantowych, co jest istotne

miedzy innymi z punktu widzenia ich przysztego zastosowania w badaniach naukowych i w praktyce.
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