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Ruchy Browna - czyli nieustajacy i chaotyczny
ruch drobin zawieszonych w cieczy, odkryty
w potowie XIX wieku przez szkockiego
botanika, czekat na wyjasnienie prawie 80 lat
(MT 04/2008). Zostato ono podane przez
Alberta Einsteina i Mariana Smoluchowskiego
| stato sie przetomowym momentem w fizyce
statystycznej. Zanim jednak do tego dojdziemy,
musimy na chwile zmieni¢ temat,
na wydawatoby sie, zupetnie inny.

PIJANI MARYNARZE

W kontekscie ruchéw Browna, aby lepiej zrozu-
mie¢, na czym polega to zjawisko, bardzo czesto przy-
tacza sie tzw. zagadnienie pijanego marynarza.
Zawsze bowiem latwiej jest co$ zrozumie¢, gdy ma-
my do czynienia z obiektami, ktére potrafimy sobie
wyobrazi¢, niz tak jak w przypadku malutkich drobin,
musimy da¢ wiare, ze ich ruch obserwuje sie pod
mikroskopem. Na czym zatem polega zagadnienie
pijanego marynarza?

ugadnie

Tomasz Sowinski
w 2005 roku skon-
czyt z wyréznieniem
studia na Wydziale
Fizyki Uniwersytetu
Warszawskiego

w zakresie fizyki
teoretycznej. Obec-
nie jest asystentem
w Centrum Fizyki
Teoretycznej PAN.
Z zamitowania zaj-
muje sie populary-
zacja nauki. W roku 2005 byt nominowany do nagrody

w konkursie Popularyzator Nauki organizowanym przez
Ministerstwo Nauki i Informatyzacji oraz Polskga Agencje
Prasowa.

Dotyc:y
. podroiujacych Al T
\‘. c:arnej d:lury Al LI -

rr

Zanim przejdziemy do opisania pewnych cieka-
wych wilasnosci ruchu pijanych marynarzy, dodajmy,
ze taki chaotyczny ruch, w ktérym za kazdym razem
obiekt przesuwa sie w losowym kierunku niezaleznie
od tego, jak poruszat sie wczeséniej, matematycy nazy-
wajg procesem Wienera. Nazwa zostata nadana dla
uczczenia wybitnego amerykanskiego matematyka Nor-
berta Wienera, ktérego uwaza sie za ojca cybernetyki.

ijanego marynarza

Wyobrazmy sobie, ze w pewnym portowym
miescie jest rynek o dokladnie kolistym ksztalcie, kto-
rego promien wynosi 100 m. W samym $rodku tego
rynku znajduje sie pijalnia piwa, w ktérej marynarze
spedzaja wolny czas. Na skutek wypitych trunkéw
wyskokowych wychodzacy z pijalni marynarze zupet-
nie nie kontrolujg swojego zachowania. Z dobrg dok-
tadnosciag mozna powiedzie¢, ze po wyjsciu z pijalni
ich ruch mozna scharakteryzowac nastepujaco:

w kazdej sekundzie pijany marynarz wykonuje krok

o diugosci 1 m w catkowicie losowym kierunku.

Ze wzgledu na oczywisty stan marynarza kierunek,

w ktérym wykonuje on krok, zupelnie nie zalezy od
tego, w jakim kierunku szed! wczesniej. Ruch jest za-
tem catkowicie chaotyczny i bez pamieci. Okazuje sie,
ze W tym wydawaloby sie catkowitym chaosie sg jed-
nak pewne reguly, ktére mozna $cisle matematycznie
udowodnié.

W TYM SZALENSTWIE JEST METODA

Cho¢ ruch marynarza na rynku dla postronnego
obserwatora wydaje sie catkowicie chaotyczny, to
rzadzi nim jednak pewien ukryty porzadek. Nie mozna
go jednak dostrzec, obserwujac jednego marynarza;
potrzebujemy wielu z nich. Aby lepiej to zrozumie¢,
przeprowadzmy nastepujacy eksperyment. Zbadajmy,
jak zachowuje sie cala gromada marynarzy, ktérzy
wyszli z pijalni i poruszaja sie calkowicie niezaleznie
od siebie. Kazdy z nich wykonuje oczywiscie w kaz-
dej jednostce czasu krok o dlugosci 1 m w losowym
kierunku. Zamiast jednak patrze¢ na kazdego z nich
osobno, popatrzmy na nich jak na jedng calos¢. Na
ostatnich stronach artykutu zilustrowane sg potozenia
200 marynarzy w kolejnych chwilach czasu (I-IB).
W poczatkowej fazie oczywiscie wszyscy marynarze
sa skupieni blisko centrum, z ktérego wystartowali.
Cho¢ kazdy z nich szed! ,po swojemu”, to jednak nie




Pojedynczy obiekt badan

oddalil sie od pijalni za daleko. Wraz z uptywem cza-

su gromada rozplywa sie rownomiernie po rynku, jed-
nak w kazdej chwili gromada ta ksztaltem przypomi-
na kolo. Czasami troszke powykrzywiane, ale jednak
kolo to najlepszy ksztalt, jakim mozna ja scharaktery-
zowad.

Jak wida¢ z zaprezentowanych ilustracji, ruch
kazdego z marynarzy rzeczywiscie jest nieprzewidy-
walny i catkowicie chaotyczny. Jednak ewolucja ma-
rynarzy jako calej grupy jest dos¢ prosta — grupa po
prostu sie ,rozptywa”. Ale to nie koniec rewelaciji.

Z zamieszczonych rysunkow jasno wynika, ze cen-
trum grupy marynarzy zupelnie sie nie przemieszcza
i ciggle znajduje sie w centrum rynku. Matematycz-
nie mozna zatem powiedzie¢, ze srednie polozenie
marynarzy sie nie zmienia i ciggle znajduje sie

w centrum. Krétko méwigc: srednio, cho¢ maryna-
rze wykonuja ciagly ruch, wcale sie nie przemiesz-
czaja!l!l Oczywiscie, gdy patrzymy na konkretnego
marynarza, to on sie przemieszcza, ale podkreslmy
jeszcze raz, ze $rednio marynarze stojg w miejscu!
To taki maly paradoks, ale catkowicie zrozumiaty,
jesli uswiadomimy sobie, ze $rednie potozenie nie-
sie jedynie informacje bardzo zgrubna o polozeniu
wszystkich marynarzy jako calosci, a nie kazdego

z nich osobno.

Z zaprezentowanych ilustracji jasno wynika,
ze ten nasz modelowy uklad zmienia sie w czasie.
Cho¢ érednie polozenie nie zmienia sig, to jednak
juz na pierwszy rzut oka wida¢, ze wraz z uplywem
czasu zwieksza sie promien kota, w ktéorym mozna
zamkng¢ wszystkich marynarzy. I cho¢ znaczna ich
liczba nadal znajduje sie blisko $rodka, to sa tacy,
ktorzy oddalili sie od centrum na znaczna odlegtosé.
Pytanie, jakie narzuca sie od razu, brzmi: czy mozna
jako$ zrozumie¢, jak szybko ro$nie promien tego kota?
Odpowiedz jest powszechnie znana od czaséw Smo-
luchowskiego i Ensteina brzmi: TAK!

Aby moéc wyznaczy¢ predkos¢ rozszerzania sie
chmury pijanych marynarzy, musimy najpierw zdefi-
niowac jaka$ wielko$¢, ktérag bedziemy mogli uznaé
za dobre okreslenie jej rozmiarow. W danej chwili po-
tozenie kazdego marynarza wzgledem centrum rynku
jest dobrze okreslone. Naiwnie mozna by zatem przy-

ja¢, ze wielkoscig charakteryzujgca promien chmury
moze by¢ $rednia arytmetyczna z odlegtosci poszcze-
goélnych marynarzy od $rodka. Jak juz jednak wspomi-
nalismy, wielko$¢ ta raczej odpowiada polozeniu
$rodka chmury, a nie jej promieniowi i tym samym
nie nadaje sie do opisu zmian rozmiaréw catej grupy.
Za wielko$¢, ktora dobrze charakteryzuje roz-
miary chmury, mogliby$my uzna¢ $rednig z kwadra-
téw odleglosci marynarzy od $rodka rynku. Céz to jest
za wielko$¢? Otoz nalezy wzig¢ odlegtos¢ kazdego
z marynarzy od centrum rynku, podnies¢ do kwadratu
i obliczy¢ $rednig arytmetyczng tak otrzymanych
wielkosci. Wielkos¢, ktéra otrzymamy w wyniku takiej
procedury, nazywana jest w zagadnieniach statys-
tycznych wariancjg. Ogdlnie rzecz ujmujac, wariancja
to wielko$¢ méwiaca, jak bardzo dana wielko$¢
w ukladzie jest rozmyta wokdt wartosci éredniej. Im
wariancja wieksza, tym wieksze rozmycie. W naszym
przypadku wielko$¢, ktora jestesmy zainteresowani,
to polozenie marynarzy w stosunku do centrum rynku.
Jak pamietamy, srednie polozenie podczas ewolucji
sie nie zmienia, tzn. srodek chmury marynarzy wcigz
jest w $rodku rynku. Zmienia sie natomiast rozmycie
wokot tej Sredniej — chmura marynarzy rozptywa sie
po calym rynku wraz z uplywem czasu. To wlasnie
wariancja jest wielko$cia,
ktoéra dobrze opisu-
je to rozmycie.

Teren badan

W tym miejscu musimy sie jeszcze zatrzymac
na chwile i podkresli¢ jedna rzecz. Cho¢ wariancja
jest wielkoscia, ktora dobrze opisuje rozmycie chmury
marynarzy, nie mozna jej utozsamic¢ z promieniem tej
chmury. Wynika to cho¢by z faktu, ze jednostka wa-
riancji jest metr do kwadratu [m?]. Jest to przeciez
$rednia z kwadratow odleglosci marynarzy od cen-
trum. Promien chmury, jak przystalo na kazda wiel-
kos¢ okreslajaca diugos¢, musi mie¢ wymiar metra [m].
Najprosciej jest zatem utozsamic¢ promien chmury ma-
rynarzy z pierwiastkiem kwadratowym z wariancji
odlegtosci. 3
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JAK SZYBKO ROZPEYWA SIE CHMURA?

No dobrze. Wiemy juz sporo na temat zagadnie-
nia pijanego marynarza. Nadal jednak nie mamy zad-
nego ilosciowego wyniku, ktéry pokazatby nam, jak
szybko rozplywa sie chmura pijanych marynarzy.
Wiemy jedynie, cho¢by z naszego eksperymentu
numerycznego, ze proces ten nastepuje. Czas zatem
przytoczy¢ scisly matematyczny wynik charakteryzu-
jacy taki proces Wienera.

Wykorzystujac zaawansowane metody rachun-
ku prawdopodobienstwa, mozna udowodni¢, ze
w procesie Wienera, w ktérym w kazdym kroku cza-
sowym czastki (ktérych liczba jest bardzo duza):
® przemieszczajg sie zupetnie niezaleznie od siebie,
® wykonuja ruch o odcinek okreslonej dlugosci w cat-

kowicie losowym kierunku,
® poruszaja sie bez pamieci, tzn. wylosowany kierunek
ruchu nie zalezy od kierunkéw wylosowanych
wczesniej
wariancja rozkladu ROSNIE proporcjonalnie do cza-
su! Cho¢ nie przedstawimy dowodu tego matema-
tycznego faktu, podkres$lmy jeszcze raz, ze jest to
scisle wyprowadzone prawo. To oznacza, ze promien
chmury, ktéry utozsamili$my z pierwiastkiem kwadra-
towym z wariancji, ro$nie jak pierwiastek z czasu.
Chmura marynarzy rozszerza sie zatem niejednostaj-
nie i coraz wolniej, ale wg bardzo dobrze okreslonego
prawa.

Formulujac zagadnienie pijanych marynarzy,
bardzo czesto stawia sie pytanie: po jakim czasie
od opuszczenia baru konkretny marynarz wyjdzie
na zewnatrz rynku (jak pamietamy, rynek byt kolisty
i mial promien 100 m). Odpowiedz na tak postawione
pytanie nie jest prosta, bo ruch konkretnego maryna-
rza jest bowiem nieprzewidywalny i catkowicie chao-
tyczny. Mozemy na nie odpowiedzie¢ jedynie w spo-
s6b ,$redni” — zgodny z rachunkiem prawdopodo-
bienstwa. Biorac pod uwage to wszystko, co powie-

Wy jatek nie wykonujacy ruchéw Browna

dzieli$my przed chwilg, odpowiedz ta musiataby
brzmie¢ nastepujaco: Srednie polozenie marynarza
nie zmienia sie w czasie i znajduje ciggle w $rodku
rynku, zatem przecietny marynarz nigdy nie opusci
rynku! Biorgc pod uwage calag gromade pijanych
marynarzy, to wsrod nich srednio znajdzie sie taki,
ktory dojdzie do granic rynku po czasie rownym
pierwiastkowi z promienia rynku wyrazonego

w metrach (przyjeliSmy bowiem, ze kazdy mary-
narz wykonuje krok o diugosci jednego metra co
jedna sekunde). Zatem dla rynku o promieniu 100
metrow chmura dotknie jego brzegu po 10 sekun-
dach. I cho¢ odpowiedz ta wydaje sie paradoksalna,
to jednak jest jedyng mozliwg w duchu rachunku
prawdopodobienstwa, bez ktérego nie sposéb zrozu-
mie¢ losowego ruchu marynarzy.

ALE GDZIE TU RUCHY BROWNA?

Niewatpliwie bardzo sie zagtebiliSmy w zrozu-
mienie zagadnienia pijanego marynarza i Czytelniko-
wi moze sie wydawagé, ze bardzo zboczylismy z tema-
tu. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze nie ma to zad-
nego zwigzku z ruchami Browna. Nic bardziej mylne-
go. Drobiny materii zanurzone w cieczy wykonuja
ruch bardzo podobny do ruchu wykonywanego przez
oslawionych przez nas marynarzy. One rowniez
w kazdej chwili przemieszczajg sie w zupelnie loso-
wym kierunku, catkowicie niezaleznie od siebie. Gdy
obserwujemy pojedyncza drobine, nie potrafimy w jej
ruchu znalez¢ zadnej prawidlowosci. Obserwujac jed-
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nak ich cate gromady, mozemy bada¢ wiasnosci sta-
tystyczne ich ruchu.

Istnieje pewna, wydawaloby sie, fundamental-
na roznica pomiedzy ruchem Browna drobin a ruchem
marynarzy. Jak pamietamy, marynarze w kazdym kro-
ku wykonywali krok o dobrze okreslonej diugosci
(1 metr). Drobina zanurzona w cieczy za kazdym ra-
zem przemieszcza sie o inng odlegtosé¢, ktérg mozna
potraktowac¢ réwniez jako catkowicie losowa. Pomimo
tak fundamentalnej réznicy okazuje sie, ze nie wply-
wa to znaczaco na wiasnosci statystyczne ruchu dro-
bin. Nadal jest bowiem tak, ze $rednie polozenie dro-
biny nie bedzie sie zmienialo w czasie, a wariancja
rozkiadu bedzie rosia liniowo z czasem. Okazuje sie,
ze losowy charakter dtugosci kroku, w odréznieniu
od losowosci kierunku, nie ma duzego znaczenia na
wlasnosci statystyczne rozktadu.

PYTANIE WCIAZ BEZ ODPOWIEDZI

No dobrze. Wiemy zatem, ze drobiny wykonuja-
ce ruchy Browna zachowuja sie jak pijani marynarze.
Ale co z tego? Gdzie jest wytlumaczenie tego ruchu?

Jestesmy juz prawie przygotowani do znalezie-
nia zroédta ruchow Browna. Brakuje nam tylko jeszcze
jednej cegielki, ktéra wnidst do fizyki szkocki fizyk
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Poczatkowa faza experymentu

James Clerk Maxwell. Ten sam, ktory sformutowat
cztery prawa elektrodynamiki (MT 04/2006). O tym
jednak opowiemy juz w przyszlym miesigcu. Obiecu-
je, ze wtedy tajemnica ruchéw Browna zostanie osta-
tecznie rozwigzana. Zapraszam! @

Symulacja przeprowadzona za pomocg programu Smolu-
chowski zatgczonego do ksigzki

I. Biatynicki-Birula, I. Biatynicka-Birula ,Modelowanie Rze-
czywistosci”, WNT 2006.




