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Moment pędu ponownie

Ćwiczenia

1. Obliczyć wzajemne relacje komutacyjne pomiędzy operatorami momentu pędu Lx, Ly, Lz i L2 =
∑

j L
2

j . Dla jakich par

operatorów może istnieć wspólna ortogonalna baza?

2. Pokazać że skalarna funkcja falowa poddana infinitezymalnemu obrotu ε wspólrzędnych wokół osi z zmienia się na

ψ′ = e−iεLz/~ψ.

To znaczy, że srednie wartości pozycji transformują się jak

〈ψ′|x|ψ′〉 = cos ε〈ψ|x|ψ〉 − sin ε〈ψ|y|ψ〉

〈ψ′|y|ψ′〉 = sin ε〈ψ|x|ψ〉 + cos ε〈ψ|y|ψ〉

〈ψ′|z|ψ′〉 = 〈ψ|z|ψ〉.

itd.

3. Załóżmy że istnieje baza |α, β〉 wspólna dla operatorów L2 i Lz , tak że

L2|α, β〉 = α|α, β〉 oraz Lz|α, β〉 = β|α, β〉.

Definujemy operatory podwyższające i obniżające

L± = Lx ± iLy.

Pokazać że spełniają one związki komutacyjne

[Lz, L±] = ±~L± oraz [L2, L±] = 0.

4. Pokazać że L±|α, β〉 ∝ |α, β±~〉, czyli że L± podnoszą/obniżaj/ka moment pędu wokół osi z. Co to wskazuje o stanach

własnych |α, β〉?

5. Zaczynając od 〈α, β|L2 − L2

z|α, β〉, pokazać że α ≥ β2. Co to wskazuje o stanach własnych |α, β〉?

6. Argumentować czemu kombinacja powyższych wyników prowadzi do wniosku że istnieją maksymalne i minimalne

wartości βmax i βmin.

7. Znaleźć βmax jako funkcja α oraz k – ilości kroków o długości ~ między βmax a βmin.

8. Pokazać że α = ~
2 k

2

(

k
2

+ 1
)

.

9. Co to wskazuje o dozwolonych wartościach momentu pędu Lz?

10. Dla porównania, znaleźć dozwolone wartości momentu pędu Lz w bazie położeń, biorąc pod uwagę funkcje falowe

ψlz (r, θ, φ) takie że Lzψlz (r, θ, φ) = lzψlz (r, θ, φ).

11. Jak można pogodzić ze sobą odmienne wyniki dotyczące dozwolonych wartości momentu pędu Lz uzyskane z podejscia

komutatorowego i podejścia w bazie położeń?

Współrzędne sferyczne
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