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Zadanie 1
Pewne sztucznie wytworzone materiaªy mog¡ mie¢ w w¡skim zakresie cz¦stotliwo±ci fal elektro-
magnetycznych ujemny wspóªczynnik zaªamania (dla mikrofal s¡ to metamateriaªy utworzone z
ukªadów drutów a dla ±wiatªa widzialnego tzw. krysztaªy fotoniczne ). Przy przej±ciu z o±rodka
o wspóªczynniku zaªamanian1 > 0 do o±rodka o wspóªczynniku zaªamanian2 < 0 jest speªnione
zwykªe prawo zaªamanian1 sin � 1 = n2 sin � 2, przy czym � 2 < 0 { patrz rysunek.
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a) Maªy przedmiot umieszczono w odlegªo±ciap od pªaskorównolegªej pªytki o grubo±cid wy-
konanej z materiaªu o wspóªczynniku zaªamania równym� 1. Rozwa»my obraz utworzony przez
promienie, które przeszªy przez pªytk¦. Znajd¹ jego poªo»enie, powi¦kszenie i ustawienie (tzn.
czy jest on odbity, obrócony...). Dla jakich ap rozwa»any obraz jest rzeczywisty?
b) Maªy przedmiot umieszczono w punkcie o wspóªrz¦dnych (ap; � bp; 0) (gdzie ap > 0; bp > 0).
Obszar przestrzeni speªniaj¡cy równaniax > 0, y > 0 jest wypeªniony o±rodkiem o wspóªczynni-
ku zaªamania równym� 1. Znajd¹ poªo»enie, powi¦kszenie i ustawienie obrazu tegoprzedmiotu,
utworzonego przez promienie, które wyszªy z obszaru on = � 1. Z jakich miejsc mo»na zobaczy¢
ten obraz? Rozwa» tylko promienie w pªaszczy¹niez = 0.
W obu przypadkach narysuj bieg ró»nych promieni wybiegaj¡cych z przedmiotu i przechodz¡cych
przez obszar on = � 1.
Wspóªczynnik zaªamania przestrzeni poza pªytk¡ (w pkt. a) ) i poza obszaremx > 0, y > 0 (w
punkcie b)) jest równy 1.
Rozwi¡zanie zadania 1
Zauwa»my, »e dla wspóªczynnika zaªamania równego -1 k¡t zaªamania jest równy minus k¡towi
padania, tzn. bieg promienia jest taki, jakby odbiª si¦ od lustra prostopadªego do pªaszczyzny
rozdziaªu o±rodków.

n=1 n=1n=-1

rys. 1 Bieg promieni ±wiatªa w przypadku a).

n=1 n=-1

rys. 2 Bieg promieni ±wiatªa w przypadku b).

I sposób rozwi¡zania
Ze wzgl¦du na zwi¡zek � 2 = � � 1 promienie wychodz¡ce z danego punktu, po zaªamaniu na
granicy o±rodków, skupiaj¡ si¦ (one lub ich przedªu»enie) wpunkcie symetrycznym wzgl¦dem
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pªaszczyzny rozdziaªu o±rodków. Zatem obraz przedmiotu utworzony przez promienie zaªamane
na granicy o±rodków otrzymujemy przez odbicie przedmiotu wzgl¦dem pªaszczyzny rozdziaªu
o±rodków. Przyjmijmy, »e granice pªytki s¡ okre±lone równaniami x = 0 oraz x = d.
a) Zgodnie z powy»szymi rozwa»aniami je±li (� ap; 0) jest poªo»eniem przedmiotu, to wychodz¡ce
z niego promienie (lub ich przedªu»enia) po przej±ciu przezgranic¦ otoczenie-pªytka skupi¡ si¦
w punkcie (ap; 0) (odbicie wzgl¦dem pªaszczyznyx = 0). Po przej±ciu przez granic¦ pªytka-
otoczenie znajduj¡c¡ si¦ w x = d, skupi¡ si¦ one w punkcie (d � (x � d); 0) (odbicie wzgl¦dem
pªaszczyznyx = d). Zatem obraz przedmiotu, utworzony przez promienie, które przeszªy przez
pªytk¦, b¦dzie si¦ znajdowaª w punkcie

(2d � ap; 0): (1)

Obraz ten b¦dzie rzeczywisty je±li 2d � ap > d , czyli dla ap < d . Mo»na go otrzyma¢ przez
równolegªe przesuni¦cie przedmiotu o 2d w kierunku pªytki, a wi¦c jest to obraz nieodwrócony
i o niezmienionej wielko±ci.
b) Po przej±ciu przez granic¦ otoczenie-pªytka wy = 0 promienie skupi¡ si¦ w punkcie ( ap; bp),
a nast¦pnie po przej±ciu przez granic¦ wx = 0 skupi¡ si¦ w punkcie

(� ap; bp): (2)

Otrzymany obraz b¦dzie odwróceniem przedmiotu o k¡t 180o wokóª osi x = 0, y = 0. Jednak
tylko promienie wychodz¡ce z przedmiotu, które pocz¡tkowo oddalaªy si¦ od osiY mog¡ dolecie¢
do punktu ( � ap; bp). Zatem ten obraz mo»e by¢ widoczny tylko z punktów (x; y) speªniaj¡cych
warunki x < � ap, y < bp.
II sposób rozwi¡zania
a) Rozwa»my zagadnienie w pªaszczy¹nie biegu promienia. Niech (� ap; 0) b¦dzie poªo»eniem
przedmiotu, (0; z1) { punktem, w którym promie« wysªany z przedmiotu wchodzi do pªytki,
(d; z2) { punktem w którym ten promie« wychodzi z pªytki, ( ao; yo; ) { poªo»eniem obrazu, a�
{ k¡tem padania tego promienia na pªytk¦.
Z rozwa»a« geometrycznych dostajemy

z1 = xtg �; (3)

z2 = z1 � dtg �; (4)

zo = z2 + ( ao � d) tg �: (5)

Z powy»szego
zo = ( x � d + ao � d)tg �:

Poniewa» to równanie ma by¢ speªnione dla ró»nych� , otrzymujemy zo = 0 (co byªo do
przewidzenia), oraz

ao = 2d � ap:

Obraz jest rzeczywisty, gdy ao > d , czyli dla ap < d . Obraz ten otrzymujemy przez równolegªe
przesuni¦cie przedmiotu o 2d w kierunku pªytki, a wi¦c jest to obraz nieodwrócony i o nie
zmienionej wielko±ci.
Ciekawe jest to, »e w tym szczególnym przypadku wszystkie wychodz¡ce ze ¹ródªa promienie któ-
re padaj¡ na pªytk¦, zbiegaj¡ si¦ w punkcie ( ao; 0) { w przypadku gdy wspóªczynnik zaªamania
pªytki n 6= � 1 dotyczy to tylko promieni przyosiowych (maªe � ).
b) Rozwa»my promie« wylatuj¡cy z naszego przedmiotu pod k¡tem � w stosunku do osi OX.
Przyjmijmy, »e promie« biegnie przez punkty (x1; 0), (0; y2), ( � ao; bo) (patrz rysunek 3).
Otrzymujemy

x1 = ap + bptg �; (6)

y2 = x1ctg �; (7)

y2 = bo + aoctg � (8)
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rys. 3
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(ap,-bp) 

(-ao,bo) 

(x1,0) 

(0,y2) 

St¡d
y2 = bo + aoctg � = x 1ctg � = (a p + b ptg � ) ctg �:

Zatem
bo + aoctg � = a pctg � + b p:

Je±li punkt (� ao; bo) jest obrazem punktu (ap; � bp), to promienie ±wiatªa wysªane pod ró»nymi
k¡tami z tego drugiego punktu dochodz¡ od tego pierwszego. Oznacza to, »e

bo = bp; ao = ap:

Zatem poªo»enie punktu obrazowego otrzymujemy przez obrótpunktu ¹ródªa o k¡t � wokóª osi
x = 0 = y.
Gdy rozwa»ymy przedmiot skªadaj¡cy si¦ z wielu punktów, to j ego obraz otrzymamy te» przez
obrót przedmiotu o k¡t � wokóª osix = 0 = y. Jest to obraz o niezmienionej wielko±ci i obrócony,
ale obrócony w innym sensie ni» zwykle rozumiemy to w optyce (w przypadku zwykªych soczewek
mówi¡c o obrazie odwróconym mamy na my±li, »e obraz jest odbiciem przedmiotu wzgl¦dem osi
optycznej.
Podobnie jak w przypadku a) promienie wysªane z punktu (ap; � bp) dokªadnie schodz¡ si¦ w
punkcie (� ao; bo), ale dotyczy to tylko promieni o � > 0. Gdy � ¬ 0 (promienie wysyªane w lewo
i oraz do góry), promie« padaj¡cy na "pryzmat" nie przedostaje si¦ do obszaru x < 0. Oznacza
to, »e obraz jest widoczny tylko z punktów (x; y) speªniaj¡cych warunki x + ao < 0, y � bo < 0.
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Zadanie 2
Na prostym, poziomym odcinku drogi przeprowadzono testy samochodu. Ustalono, »e minimalna
droga hamowania tego samochodu odv100 =100 km

h do 0 km
h wynosi l =40m.

Obliczy¢ minimalny czas osi¡gni¦cia przez spoczywaj¡cy pocz¡tkowo samochód pr¦dko±civ100,
przy zaªo»eniu, »e samochód mo»e w ka»dej chwili w peªni wykorzystywa¢ moc swojego silnika.
Zakªadamy, »e warunki s¡ dokªadnie takie same jak w powy»szym te±cie.
Samochód ma (wraz z kierowc¡) mas¦ m = 1000kg, moc silnika P = 50kW, oraz nap¦d i
hamulce na wszystkie koªa. Pomijamy opór powietrza, opory toczenia i wszystkie opory ukªadu
przeniesienia nap¦du. Nawierzchnia drogi byªa taka sama w ka»dym punkcie rozpatrywanego
odcinka testowego. Samochód ma system optymalnie dobierajacy siª¦ hamowania ka»dego koªa
oraz ukªad optymalnie rozkªadaj¡cy moc silnika na ka»d¡ z osi.
Rozwi¡zanie zadania 2
Minimalna droga hamowania samochodu jest okre±lona przez wspóªczynnik tarcia mi¦dzy koªami
a jezdni¡. W trakcie testu hamowania ten wspóªczynnik nie zmienia si¦, staªa jest równie» siªa
nacisku samochodu na podªo»e, zatem siªa tarciaR w trakcie tego testu jest równie» staªa. Siªa
ta wykonuje na drodzel prac¦ � Rl . Ta praca jest równa zmianie energii kinetycznej samochodu
w trakcie hamowania, zatem

Rl =
mv2

100

2
;

St¡d

R =
mv2

100

2l
: (9)

Jest to jednocze±nie maksymalna pozioma siªa, z jak¡ jezdnia mo»e dziaªa¢ na samochód.
Ze zwi¡zku mi¦dzy moc¡ a siª¡ P = vF wynika, »e gdyby nie byªo mo»liwo±ci po±lizgu, przy wy-
korzystaniu maksymalnej mocy silnika na samochód dziaªaªaby siªa P

v . Poniewa» jednak wspóª-
czynnik tarcia jest sko«czony, maksymalna siªa jaka mo»e dziaªa¢ na samochód w trakcie przy-
spieszania jest równa

F =

(
R gdy P=v ­ R; czyli v ¬ P=R;
P=v gdy M=v < R; czyli v > P=R:

(10)

Zatem proces rozp¦dzania skªadza si¦ z dwóch etapów: pierwszego, w którym nie jest wykorzy-
stywana maksymalna moc silnika a przyspieszenie jest okre±lone przez wspóªczynnik tarcia, oraz
drugiego, w którym przyspieszenie jest okre±lone przez mocsilnika.
W pierwszym etapie przyspieszenie jest staªe i równeaI = R

m . Czas osi¡gniecia pr¦dko±ci gra-
nicznej

vg =
P
R

(11)

wynosi

t I =
aI

vg
=

Pm
R2 : (12)

W drugi etapie samochód przyspiesza od pr¦dko±civg do pr¦dko±ci v100. Czast II tego ruchu mo»-
na okre±li¢ porównuj¡c porównuj¡c prac¦ wykonan¡ przez silnik ze zmian¡ energii kinetycznej
samochodu

P tII =
mv2

100

2
�

mv2
g

2
: (13)

Zatem ostatecznie minimalny czas osi¡gni¦cia przez pocz¡tkowo spoczywaj¡cy samochód pr¦d-
ko±ci v100 wynosi

t = t I + t II =
Pm
R2 +

m
�
v2

100 � P2=R2�

2P
(14)

je±li v100 > v g, oraz

t =
mv100

R
; (15)
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gdy vg ­ v100; przy czym R = mv2
100=2l.

W naszym przypadku R � 9; 64 � 103 N, vg = P=R � 5; 18 m=s, czyli vg < v 100 � 27; 8 m=s.
Zatem szukany czas rozp¦dzania

t � 0; 53 s + 7; 46 s� 8; 0 s: (16)
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Zadanie 3
Rozwa»my prostopadªo±cienn¡ ta
¦ lodu o wymiarach a � b� h, gdzie a � h, b � h. Ta
a ta
przesuwa si¦ z pr¦dko±ci¡ v po pªaskiej, poziomej powierzchni.
a) Jakie jest najwi¦ksze v, przy którym ta
a nie zacznie si¦ topi¢. Ta
a porusza si¦ w ta kich
warunkach, »e temperatura jej górnej powierzchni jest równa Tot = � 10oC.
Wspóªczynnik przewodnictwa cieplnego lodu jest równy� = 2 ; 3 W

m�K , natomiast powierzchnia,
po której przesuwa si¦ ta
a, nie przewodzi ciepªa. Wspóªczynnik tarcia suchej powierzchni lodu
o t¦ powierzchni¦ jest równy f = 0 ; 1. Obliczenia wykonaj dla dla (i) a = 0 ; 3m, b = 0 ; 3m,
h = 0 ; 02m, (ii) a = 2m, b = 2m, h = 0 ; 1m (fragment kry) oraz dla (iii) a = 30m, b = 30m,
h = 2m (oderwany fragment lodowca w górach).
G¦sto±¢ lodu jest równa� L = 900 kg

m3 , a przyspieszenie ziemskieg = 9 ; 8 m
s2 .

Wspóªczynnik przewodnictwa cieplnego danego o±rodka jestzde�niowany nast¦pujaco:
Rozwa»my dwie równolegªe, odlegªe o �x warstwy o±rodka, o powierzchniS ka»da (patrz rysu-
nek). Je±li temperatury warstw wynosz¡ odpowiednioT1 i T2 , to

� =
Q=� t

S
� x

jT2 � T1j
;

gdzie Q jest ilo±ci¡ ciepªa przepªywaj¡cego w ci¡gu czasu �t od warstwy cieplejszej do chªod-
niejszej.

 

 Q 

Dx 
S 

T2 
T1 

Rozwi¡zanie zadania 3
Gdy ta
a zaczyna si¦ topi¢, to temperatura jej dolnej powier zchni jest równaT0 = 0 oC. Szybko±¢
ciepªa (moc) odprowadzanego przez ta
¦ jest równa

M Q = �
T0 � Tot

h
ab: (17)

Poniewa» siªa tarciaFR jest równa abh�gf , praca wykonywana przeciwko niej w jednostce czasu
(czyli moc) wynosi

M T = FRv = abh� L gfv: (18)

Lód b¦dzie si¦ topiª, je±li ciepªo wytwarzane w wyniku tarcia b¦dzie wi¦ksze od ciepªa wypªy-
waj¡cego z górnej powierzchni ta
i, czyli gdy M T > M Q . W granicznym przypadku M T = M Q

otrzymujemy

abh� L gfv = �
Tot � T0

h
ab: (19)

St¡d

v = �
T0 � Tot

h2� L gf
: (20)

Dla warto±ci podanych w tre±ci zadania otrzymujemy (Tot = � 10� C):

(i) dla h = 0 ; 02 m : v � 65
m
s

; (21)

Oficjalne zadania Komitetu Gªównego Olimpiady Fizycznej www.kgof.edu.pl



LV Olimpiada Fizyczna (2005/2006) | Etap II Cz¦±¢ Teoretyczn a (Rozwi¡zane) 7

(ii) dla h = 0 ; 1 m : v � 2; 6
m
s

; (22)

(iii) dla h = 2 m : v � 0; 0065
m
s

: (23)
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